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Vorwort

Die digitale Signalverarbeitung hat sich zu einem akzefglie eigenstandigen Wissen-
schaftsgebiet entwickelt. Das dokumentieren nicht ztlditz zahlreichen Lehrbicher. Ein
Standardwissen hat sich etabliert, mit dem viele Signah&itungsprobleme geldst wer-
den koénnen.

In dem vorliegenden Lehrbuch werden die Verfahren und Mighaler Signalverarbeitung
als Werkzeuge prasentiert. Bei der Erlauterung der eiprelilerkzeuge wird Wert darauf
gelegt zu zeigen, unter welchen Bedingungen welches Wagkkei welcher Aufgaben-

stellung angewendet werden sollte. Die Verfasser habémwén Lehrtatigkeit die Erfahrung

gemacht, dass es den Studierenden trotz Kenntnis der Gggemdder Signalverarbeitung
oft schwer fallt, die richtigen Werkzeuge auszuwahlena8gé es keine Theorie fir eine
problemangepasste, systematische Auswahl und Komhindéo Werkzeuge gibt, ist je-

der neue Anwendungsfall Gegenstand umfangreicher Enltwvigkarbeit. Es kommt hinzu,

dass in zahlreichen Softwarepaketen zwar Werkzeuge zoaByarbeitung eingebunden
sind, allerdings ohne Hinweise auf die VoraussetzungenAmwendung und die einzu-

haltenden Randbedingungen. Dadurch wachst die Gefahrsnglosen und falschen An-
wendung. Das Konzept des vorliegenden Buches verfolgtadlestorrangig das Anliegen,

die Lernenden mit den Besonderheiten der einzelnen Wegkzeertraut zu machen. Sie
sollen in die Lage versetzt werden, die fur die AnwendungWerkzeuge erforderlichen

Fragen richtig zu stellen und zu beantworten. Auf BeweigskAlpleitungen wurde bewusst
verzichtet und an entsprechender Stelle auf die einsddddteratur verwiesen.

Das Buch umfasst finf Kapitel. Nach einer Einfiihrung sin&apitel 2 die Signale selbst
und die signalverarbeitenden Systeme Gegenstand dertusfijen, denn die Definitionen
der wichtigsten Begriffe und die Kenntnis der Eigenschaftighalverarbeitender Systeme
sind Voraussetzung fur das Verstandnis der folgenden &lapit

Die Werkzeuge der Signalverarbeitung werden in den Kapiselnd 4 besprochen. Sie
sind in zwei Kategorien eingeteilt: in die Werkzeuge deg-zmler Ortsbereichs und in die
Werkzeuge des Spektralbereichs. Kapitel 3 fasst die Wadedes Zeit- und Ortsbereichs
zusammen, weil viele Werkzeuge sowohl fiir die Verarbeitamg zeit- als auch von orts-
abhéangigen Signalen, also Bildern, verwendet werden kiindm dies zu verdeutlichen,
werden die Beispiele gemischt. Gleiches gilt fir KapitelEdn- oder zweidimensionale
Transformationen flihren in verschiedene ein- oder zweaidsionale Spektralbereiche, die
neue Mdglichkeiten fiir die Signalverarbeitung eréffneie Rapitel bauen aufeinander auf,
d. h., Kapitel 4 ist ohne Kenntnis des dritten Kapitels ndnveer verstéandlich.

Um die Fertigkeiten bei der Benutzung der Werkzeuge tregnieu kénnen, sind fur al-
le Verfahren Ubungsaufgaben angegeben, die mit Papier laistiB und nur gelegentlich
unter Zuhilfenahme eines Algebraprogramms gelost weréendn. Viel Wert wird dabei
auf die Anfertigung grafischer Darstellungen gelegt, da Diskussion und Interpretation
oft hilfreich ist und das Wissen festigt. Wer die Mihen derfgabenlésung nicht scheut,
wird durch Einsichten in Zusammenhange belohnt, die mbgtiwzeise durch das Studium
der Texte allein nicht gewonnen werden konnten.



Der letzte Teil des Buches, das Kapitel 5, soll anhand vorsielen aus eigenen For-
schungsarbeiten die Anwendung der Werkzeuge zur Losutgjgrher Probleme demons-
trieren.

Dem Buch liegen langjéahrige Erfahrungen in der Lehre an denbbldt-Universitat zu Ber-
lin zu Grunde. In Vorlesungen, Ubungen und Labor-Praktikadigitalen Signalverarbei-
tung sind Studierende der Elektrotechnik und Informatik mmterschiedlichen Vorkennt-
nissen ausgebildet worden. Die Herangehensweise deegtuadien an die Probleme der Si-
gnalverarbeitung war durchaus unterschiedlich. Deshatden die didaktischen Konzepte
der Lehrveranstaltungen mehrfachlberarbeitet. Die Autgtauben, dass das Konzept des
vorliegenden Lehrbuchs sowohl Studierenden der Infokmati Haupt- oder Nebenfach
als auch Studierenden informationstechnischer oderretekhnischer Fachrichtungen von
Nutzen sein kann.

Wer erganzende Literatur zu den hier verwendeten mathscheth Grundlagen sucht, dem
sei das ,Taschenbuch der Mathematik” von Bronstein empfghdas schon vielen Studen-
tengenerationen ein unentbehrliches Hilfsmittel war. Atgebraprogramme wie Mathcad
oder MATLAB sind zum selbststandigen Uben sehr gut geeignet

Beim Zustandekommen des Buches haben uns Kollegen unceg8tnde unterstiitzt. Wir
danken ihnen fir diese Hilfe. Besonderer Dank gilt der SttideAnne Wegerich fur die
Anfertigung der zahlreichen Abbildungen, dem Studenteiné&tsschnabel, der alle fur die
Abbildungen notwendigen Berechnungen durchgefihrt Imatdem Studenten Roman Bla-
schek, der uns nicht nur mit seinefigX-Kenntnissen unterstitzt hat. Der Kollegin Sabine
Dziwisz und den Kollegen Manfred Gunther, Karl-Heinz Haugfel, Uwe Knauer, Thomas
Morgenstern und Frank Winkler sei fur Kritik, Anregungerdyraktische Hilfe gedankt.

Bedanken mdchten wir uns auch bei Frau Dr. Isabel Schnealiteals zustandige Lektorin
von Pearson Education Deutschland dieses Buchprojektdgafiund begleitet hat.

Wir wiinschen den Leserinnen und Lesern, dass sie die Wagkzder Signalverarbeitung
sicher beherrschen lernen, damit sich ihnen die Mdglicekéhrer Nutzung voll erschlie-
Ren. Die schopferische Auseinandersetzung mit diesengEbit wird ihnen dann sicher
auch viel Freude bereiten.

Berlin-Adlershof, im Juli 2004

Beate Meffert und Olaf Hochmuth

Vorwort zur 2. Auflage

Fur die 2. Auflage wurden die vor allem von aufmerksamen $tediden gefundenen Feh-
ler korrigiert und einige Erganzungen vorgenommen, va@ignunter didaktischen Ge-
sichtspunkten. Dazu zahlt beispielsweise eine konseguénterscheidung der Begriffe
Amplitude und Momentanwert. Die fur die Signalverarbegumichtigen Signale im Ab-

schnitt 2.1.2 sind um eine Bildungsvorschrift fir allgeneeiineare Zirpsignale erganzt



worden. Der Abschnitt 3.8.3 enthalt ein weiteres, einfanplementierbares Bildungsge-
setz fur zeitkontinuierliche Walshfunktionen. Fir diekdete Haartransformation wurden
im Abschnitt 4.3.4 Gleichungen zur Ermittlung von orthoglam Haarmatrizen hinzuge-
fugt. Unser Dank gilt dem Studenten Enrico May, der uns dafieiseinen MATLAB-
Kenntnissen unterstiitzt hat.

Berlin-Adlershof, 6. Dezember 2018

Beate Meffert und Olaf Hochmuth
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Kapitel

Einflhrung

Signale kdnnen Informationen Ubermitteln. Ein Bildsigdet Wettersatelliten Meteosat in-
formiert uns beispielsweise iiber die Lage der Tiefdrucleelin Mitteleuropa. Uber das
Sprachsignal des Verkehrsfunks erfahren wir die Langese®taus auf dem Weg in unse-
ren Urlaubsort. Auge und Ohr eines Menschen empfangen dptigehen und akustischen
Signale. Sie werden auf Nervenbahnen weitergeleitet un@etnirn verarbeitet, um Hand-
lungen daraus abzuleiten: Das vorhergesagte Wetter bastie Bekleidung, die Lange
des Staus gegebenenfalls eine andere Reiseroute. Ein IMkaiso auch Quelle eines Si-
gnals sein. Seine Sprache ist ein akustisches Signal, dadiifie eines Mikrofons und
anderer technischer Einrichtungen sogar weit entferntpf&nger erreichen kann. Auch
andere Lebewesen kommunizieren tber Signale. So ist déerfgesang eines mannlichen
Singvogels ein akustisches Signal mit Informationen figr Alitgenossen. Doch nicht nur
Lebewesen senden und empfangen Signale. Auch Maschineekdier Signale aktuelle
Informationen erhalten, die ihre weiteren Aktionen besgtien.

Gegenstand der Signalverarbeitung ist es, mit moglichshgem Aufwand aus den ver-
schiedenen Signalen den Teil der Information herauszufindky fiir einen Menschen oder
eine Maschine zu einem bestimmten Zeitpunkt oder an einetiniaten Ort wichtig ist,
ihn zweckmalf3ig aufzubereiten, zu speichern und wiedeffladorzu machen. Die Vielfalt
der Signale, die sehr unterschiedlichen Systeme zu ihrerti3igung und Verarbeitung,
die wachsenden Anspriiche der Menschen und nicht zuletalidegenwartigen Stérun-
gen erfordern die Entwicklung immer neuer Methoden undaledn. Speziell die digitale
Signalverarbeitung hat erheblich dazu beigetragen, dé®iié weiterzuentwickeln und die
Anwendungsmaoglichkeiten wesentlich zu erweitern. Diesnisbesondere durch die Fort-
schritte der Elektroniktechnologie und damit der Rechehmiegk moglich geworden. Heute
gehdren zur digitalen Signalverarbeitung einerseits diébéreitung der Information fr
die Ubertragung vom Ort des Entstehens zum Ort der gewirsafformationsgewinnung
oder -verarbeitung. Andererseits gehdrt auch die Redukiiw Information auf die jeweils
relevanten Anteile dazu und schlief3lich die Umformung adorimation in eine fir den
Menschen leichter interpretierbare Form.

Neben den Ingenieurwissenschaften sind zunehmend autdrevBiisziplinen an der Ent-
wicklung des Fachgebiets beteiligt. Dazu gehdren z. B. digritionswissenschaft, die
Wahrnehmungsphysiologie und -psychologie und die Neotobie.

Der Inhalt des Fachgebiets Signalverarbeitung lasst sath seiner Breite mit wenigen
Worten zusammenfassen:
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Die Signalverarbeitung beschéftigt sich mit der Entwicidwnd Umsetzung von
Methoden und Verfahren zur Gewinnung, Verarbeitung undarsuiging von Infor-
mationen. Signale, als Trager von Informationen, und $igmarbeitende Systeme
sind die wesentlichen Gegenstande dieses Fachgebiets.

Die Methoden und Verfahren der Signalverarbeitung komnusndar Mathematik und den
Ingenieurwissenschaften. Die Mathematik bietet eine ®&gdn Methoden an, liefert aber
die Anwendungen nicht mit. Deshalb muss die Theorie deréignarbeitung den Zusam-
menhang zwischen den mathematischen Verfahren und ihreredungen herstellen und
vor allem Auswirkungen auf die Signaleigenschaften umigren. Die Ingenieurwissen-
schaften haben traditionell eine andere ArbeitsweisenBaitwurf bzw. der Modellierung
signalverarbeitender Systeme interessieren zuerstalk¢igrhen Probleme. Steht beim Ma-
thematiker die Frage des ,Wie?" im Vordergrund, so denktidgenieur eher pragmatisch
und stellt die Frage nach dem ,Wozu?“. Das zu verwendendkenaitische Werkzeug er-
gibt sich dann zwingend aus den gewiinschten SystemeigdtesthDie Wechselwirkung
zwischen Mathematik und Ingenieurwissenschaften laskt lseispielsweise daran able-
sen, dass so manches orthogonale Funktionssystem erbtldgenieure den Weg aus der
Mathematik in die technische Anwendung gefunden hat udddacaus dann neue Frage-
stellungen fir die Mathematik ergaben. Ein weiteres Belsdpi die Fouriertransformation,
die einerseits in der Mathematik ein wichtiger Bestandteil Operatorenrechnung ist und
andererseits eine herausragende Rolle fir nachrichterisehie Grundgesetze spielt.

Wie in anderen Ingenieurdisziplinen auch, besteht daspg¢ebitem der Signalverarbeitung
darin, fur die zu I6senden Aufgaben einen guten Kompromiissdhtlich der jeweils einzu-
haltenden Randbedingungen zu finden. Diese werden ganispfade Natur sein und z. B.
die verfugbare Hardware, die erforderliche Arbeitsgesnbigkeit oder ein gewiinschtes
Kosten-Leistungs-Verhaltnis betreffen. Sie kénnen siobrauch auf das zu verarbeiten-
de Signal beziehen. Steht seine mdglichst vollkommenesEufag im Vordergrund, ist der
Auswahl der Sensoren besondere Aufmerksamkeit zu scheSkérdie Ubertragung ver-
zerrungsfrei und storfest erfolgen, sind Sender, Empfidngd Ubertragungsmedien ent-
sprechend zu entwerfen. Fur jede Signalverarbeitungabafgaben wir Optimierungskri-
terien zu formulieren und eine Optimierungsaufgabe zuldse

Die Ziele, die wir bei der Verarbeitung von Signalen erreichwollen, sind also recht
verschieden. Dies liegt nicht zuletzt daran, dass die esaliten Effekte durch diejenige
Wissenschaftsdisziplin bestimmt werden, die sich der&igmarbeitung bedient. Aus dem
breiten Spektrum der Anwendungen seien einige wenige geénaarnerkundung der Erde
Uber die Auswertung von Satellitenbildern, Umweltmonitgyt visuelle Inspektion in der
Qualitatskontrolle, Sprachverarbeitung oder die Ubehuag von Biosignalen auf einer
Intensivstation.

Trotz der unterschiedlichen fachbezogenen Anforderuagetie Signalverarbeitung lassen
sich wesentliche Gemeinsamkeiten finden. Sie erlauberSgistematisierung der Verarbei-
tungsziele beispielsweise in die folgenden drei Gruppen:

Die Signalverarbeitung dient der Gewinnung von Informaio Uber den signalerzeu-
genden Prozess. Diese Informationen werden in Kenngrafdgewandelt, die den Pro-
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zess (oder auch einen Zustand) charakterisieren.

Die Signalverarbeitung dient der Signalverbesserung Hagriff ,Verbesserung” steht

dabei fur eine Reihe von Verfahren, die in der Lage sind, &glirungen zu beseitigen,
relevante Ereignisse hervorzuheben, irrelevante zudniteken oder einfach ein Signal
so aufzubereiten, dass ein Mensch oder eine Maschine e lrtsspretieren kénnen.

Die Signalverarbeitung dient der Signalkompression. Okistungsfahige Kompres-
sionsverfahren kdnnen die Erwartungen der Anwender dggiBysteme hinsichtlich

Ubertragungsgeschwindigkeit und Speicherkapazitat eidtillt werden.

Signale sind in der Regel vom Ort und von der Zeit ihres Atgime abhangig. Erfolgt die
Beschreibung der Signale als Funktion der Zeit oder des §stechen wir von einer Be-
schreibung im Originalbereich. Wird hingegen die Zusamse&rung der Signale aus ver-
schiedenen Basissignalen betrachtet, fiihrt dies zu eiesciBeibung im Spektralbereich.
Die Beschreibung von Signalen im Original- oder Spektnadlmh ist prinzipiell gleichwer-
tig, aber verschieden zweckmafig. Deshalb werden im gatiden Buch die Werkzeuge
der Signalverarbeitung in Werkzeuge des Originalberaictts\Werkzeuge des Spektralbe-
reichs unterteilt. Zu den Werkzeugen des Spektralbereveinden auch diejenigen gezahlt,
die ein Signal von einem Bereich in den anderen tUberfuhras Kiassische Werkzeug einer
solchen Uberfilhrung ist die Fouriertransformation. Mit kénnen zeitabhangige Signale
in frequenzabhéangige transformiert werden.

Neben der Beschreibung von Signalen im Originalbereichr adeSpektralbereich wird
zunehmend auch die gleichzeitige Charakterisierung @mgsals in beiden Bereichen ver-
wendet. Obwohl diese Verfahren schon seit einem halberhuatert bekannt sind, hat
erst die heutige Leistungsfahigkeit der Rechentechniktimehe Anwendungen der Zeit-
Frequenz-Analyse ermdglicht.

In den folgenden Kapiteln sollen nun die fir die Signalvieedtung niitzlichen Werkzeuge
und die Effekte bei ihrer Anwendung beschrieben werden.

Zur Notation  In der folgenden Tabelle sind die Formelzeichen erklaet i Buch hau-
fig verwendet werden.

Zur Kennzeichnung der Fouriertransformation wird das Syimis-e verwendet, fur die
inverse Fouriertransformation wireo verwendet.
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t kontinuierliche Zeit
x kontinuierlicher Ort entlang einer senkrechten Koordinat
y kontinuierlicher Ort entlang einer waagerechten Koortdina
£ kontinuierliche Funktion
kontinuierliches Zeitsignal
f(z,y) kontinuierliche Ortsfunktion
kontinuierliches Ortssignal
tn diskreter Zeitpunktt, = n - At = n - Ta sind aquidistante, diskrete
Zeitpunkte At bzw. Ty ist das Abtastintervalln € Z)
x, diskreter Ortspunkt entlang einer senkrechten Koordinate
Ys diskreter Ortspunkt entlang einer waagerechten Koordinat

x, = z- Az undy, = s- Ay sind aquidistante, diskrete Ort&; und Ay
sind die Abtastintervalle in- bzw. y-Richtung(z, s € Z)

fn diskrete Signalfolge mit (unendlich vielen) Elemenggn
fn = f(t,) Abtastwert zum Zeitpunkt,

v Spaltenvektory™ der dazugehorige Zeilenvektor

|v| Betrag des Vektors

v; Vektorelement an der Positian

M Matrix, M " die dazu transponierte Matrix

| M| Determinante der Matrid4

M, s Element einer MatriX\I an der Position, s (Zeile, Spalte)
j imaginare Einheit mi§? = —1

Tabelle 1.1: Formelzeichen



Kapitel

Signale und Systeme

Um das Anliegen und die Komplexitat der Signalverarbeituaigtehen zu kdnnen, wollen
wir zundchst das Signal definieren (Abschnitt 2.1) und dehtigsten Eigenschaften signal-
verarbeitender Systeme erlautern (Abschnitt 2.2). E4 folgAbschnitt 2.3 die Behandlung
des Abtasttheorems, das als Fundament der digitalen Seyadbeitung angesehen werden
kann. Es ist deshalb von so grundlegender Bedeutung, weiledie Bedingungen benennt,
unter denen ein abgetastetes, also zeitdiskretes Sigesélide Information wie das zuge-
horige zeitkontinuierliche Signal enthélt. Schlie3licirdvdann im letzten Abschnitt 2.4
dieses Kapitels das Modell einer Signalverarbeitungsketigestellt.

2.1 Signale

2.1.1 Definitionen und Beispiele

Das Signal spielt zweifellos die Hauptrolle in der Signadwbeitung. Seine Definition muss
deshalb am Anfang unserer Betrachtungen stehen. In deatlitesind die Definitionen des
Begriffs ,Signal” so vielfaltig wie das Signal selbst. Dagimige Beispiele:

»Signale stellen die materielle Realisierung von Inforimiaen dar. Sie haben einen
Informationsgehalt, dargestellt durch den Verlauf bzwe. Aihderung von informa-
tionstragenden Parametern. Die physikalische GréR3e, gomlas Signal getragen
wird, heil3t Signaltrager.” [58]

»Ein Signal kann als eine Funktion definiert werden, die geindeiner Weise Infor-
mation Uber den Zustand oder das Verhalten eines physikalisSystems enthalt.
... Information (ist) in einem gewissen Muster von sich &nden Formen enthal-
ten.” [38]

»A signal is defined as any physical quantity that varies withe, space, or any
other independent variable or variables. Mathematicalyy,describe a signal as a
function of one or more independent variables.” [42]
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(A signal is) a variation of a physical quantity used to regent data.” [26]

,(Ein Signal ist ein) physikalisches Phanomen, dessen afmtknsein oder Ande-
rung als Darstellung von Information angesehen wird.” [13]

»(Ein Signal ist) eine sichtbare, horbare und tastbare Aggzedie Informationen
Ubermittelt.” [14]

»(Ein Signal ist) eine physikalische Erscheinung oder @hnarakteristische GroRe,
deren zeitliche Anderung eine Information darstellt.“][15

,Ein Signal ist eine zeitlich und 6rtlich veranderliche gikalische Grol3e, deren
Parameter Nachrichten darstellen kénnen.” [28]

Ein Signal zu definieren, ist offenbar nicht ganz trivial.rKwnd knapp ist die letzte De-
finition, die im Unterschied zu den anderen zudem darauf &istvdass es auch Signale
geben kann, die keine Nachrichten enthalten. Wenn wir witear Nachricht — einfach
formuliert — eine Information im Zustand der Ubertragungstehen, wird die Beziehung
zwischen Signal und Kommunikation (latommunicare mitteilen) deutlich. Um etwas
mitteilen zu kénnen, wird Information von einem Sender gadpen. An einem anderen Ort
und zu einer anderen Zeit erreicht sie einen Empféanger, eom sle aufgenommen wird.
Zwischen Sender und Empfanger liegt ein Ubertragungsk&tiaidie Ubertragung der In-
formation wird nun ein Signal als physikalischer Tragerddegt. Als physikalische Grofzen
kommen z. B. Strom, Spannung, elektromagnetische WellgrglBiruck oder Leuchtdich-
te in Frage. Die Information ist in den Parametern dieseg@r&odiert. Durch den Emp-
fang einer Information soll beim Empfanger eine bestehé&hgcherheit beseitigt werden.
Dies wird dann der Fall sein, wenn die Parameteréanderungsipllysikalischen Tragers
dem Empfanger nicht vollstandig bekannt sind. Nur dannhetfér Neues, gewinnt also
Informationen. Je weniger eine Information vorhersagbdesto gréRer ist der Informa-
tionsgewinn. Information hat also auch mit der Vorhersakgiavon Ereignissen zu tun.
Unsere Umwelt bietet reichlich Beispiele fur physikaliedBrof3en, deren Parameterande-
rungen Informationen enthalten kénnen:

die elektrische Spannung (Abbildung 2.1)
der Schalldruck (Abbildung 2.2)
die Lichtintensitat (Abbildung 2.4)

Die zeitliche und ortliche Veranderung geht aus der allgeeremathematischen Darstel-
lung der Signale als Raum-Zeit-Objekte hervor:

[ (x,y,2,t)
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Abbildung 2.1: Elektrokardiogramm
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Abbildung 2.2: Sprachsignal

Dabei sindz, y und z drei Raumkoordinaten uniddie Zeit. Signale kénnen aber auch eine
niedrigere Dimension haben. Das im Mittelalter gebrawtigiKerbholz (Abbildung 2.3)
ist ein Beispiel fiir ein Signal mit nur einer Ortskoordinaitso f ().

Abbildung 2.3: Kerbholz

Bei dem Signal eines Leuchtturms ist der Zeitverlauf desch&nsf(¢) von Interesse.
Fur den abgebildeten Turm (Abbildung 2.4) lautet die arndiKennung BIz3.,8 s, d. h.,
es handelt sich um ein Blitzfeuer mit Einzelblitzen in ein&mstand von3,8 s. Mogli-
cherweise ist auBerdem noch der Qrty, z) des Turms eine wichtige Information. Seine
geografischen Koordinaten sind 13°%6und 54°15N, das Feuer leuchtet #8 m Hohe.
Sind die Bildkoordinaten von Interesse, so handelt es sickeine ortsabhéangige Leucht-
dichte f(z,y).

Im Sprachgebrauch des Buches wollen wir — wenn nicht and@einbart — unter einem
eindimensionalen Signal immer ein zeitabhéngiges Sigeetehen, unter einem zweidi-
mensionalen immer ein ortsabhéngiges Signal.
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Abbildung 2.4: Leuchtturm auf der Greifswalder Oie

Nach diesen Vorbetrachtungen kénnen wir nun eine Signaltefi formulieren, die sich
eng an die letzte der zuvor angegebenen anlehnt:

Ein Signal ist im allgemeinen Fall ein Raum-Zeit-Objekt.ifsan einen physika-
lischen Trager gebunden. In der zeitlichen und / oder dtlicVeranderung seiner
Parameter kdnnen Informationen enthalten sein.

Die in unserer Umwelt auftretenden Signale sind untersiticiester Natur und oft nicht
ohne weiteres klassifizierbar. So kann beispielsweise loysikalische Grof3e ein Unter-
scheidungskriterium sein oder aber die Frage, ob das Sigaahloger oder digitaler Form
vorliegt. Ein probates Mittel zur Uberwindung dieser Satrigkeit ist die Zusammenstel-
lung von alternativen Paaren, die dem Systematisierudgsfres einigermaf3en Rechnung
tragt. Dazu seien im Folgenden einige Beispiele in williiimér Reihenfolge genannt.

Elektrische und nichtelektrische Signale Diese Unterscheidung ist wichtig, da Si-
gnale heute (fast) ausschlieB3lich in elektrischer Fornaneitet werden (z. B. mit einem
Rechner) und demzufolge nichtelektrische Signale mitgresen Sensoren erst in elektri-
sche umgeformt werden missen.

Kontinuierliche und diskontinuierliche Signale Prinzipiell kbnnen sowohl die un-
abhéangige Variable (Zeit oder Ort als Definitionsbereidb)aaich die abhangige Variable
(Signalamplitude als Wertebereich) jeweils kontinugrloder diskontinuierlich sein.
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Ist der Definitionsbereich kontinuierlich, so handelt eshsim zeit- oder ortskontinuier-
liche Signale, ist der Definitionsbereich diskontinuirli(diskret), so heiRen die Signale
zeit- oder ortsdiskret. Ein Beispiel fur ein zeitkontimlighes Signal ist das gesprochene
Wort (Abbildung 2.2).

Periodische und aperiodische Signale Bei periodischen Signalen wird die Grund-
periode unendlich oft wiederholt; typisches Beispiel igt 8inusfunktionf (t) = sin(wt).

In ihrem Argument steht ein Produkt aus der Zaind der Kreisfrequena. Sie ist propor-
tional zur Frequenz:

w=2m-f (2.2)

Ein Beispiel fir ein aperiodisches Signal ist die gedam@iteisfunktionf (¢) = exp(—t) -
sin(wt) in Abbildung 2.5.

f(t) A f(t) A

AL T

\/ \f \/ v | v \/2 a
1+ 14
Abbildung 2.5: Sinusfunktion f(t) = sin(wt) und gedampfte Sinusfunktion
f(t) = exp(—t) - sin(wt)
Harmonische und nichtharmonische Signale Unter harmonischen Signalen sollen

alle sinusférmigen Signale zusammengefasst werden, di dure Frequenz (Schwingun-
gen pro Zeiteinheit), Amplitude und Phase beschriebenevekdnnen. Unter den nichthar-
monischen Signalen sind in erster Linie rechteckformigm8&lie zu verstehen. Fir ihre Be-
schreibung sind andere Parameter erforderlich (s. Ab&Bi3). Die Begriffe (nicht)har-
monisch und (nicht)sinusformig werden hier synonym veretn

Energie und Leistungssignale Die Definition dieser Signale soll am Beispiel zeit-
diskreter Signalg,, erlautert werden. Die Energi€ eines zeitdiskreten Signals ist fir den
allgemeinen Fall eines komplexen Signals als Summe dea@&iuadrate seiner Abtast-
werte f,, definiert:

E= " |f (2.2)

n=—oo
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Klingt ein Signal ab und hat demzufolge eine endliche Emeigp wird das Signgl,, Ener-
giesignal genannt. Die Spaltfunktion ist ein Beispiel fim Energiesignal (s. Gleichung
2.13).

Ist das Signal von unendlicher Dauer, hat es auch eine uobadtnergie. In diesem Fall
wird die Energie auf ein Zeitintervall bezogen. Diese Gréfespricht einer Leistung:

N

o 1 2
P= Jim 2N+1n;N‘f" | (2:3)

Signale mit einer endlichen Leistung heil3en Leistungsdegrzu ihnen zéhlen periodische
Signale wie die harmonischen Schwingungen.

Stationare und instationare Signale Stationare Signale sind Signale, deren statisti-
sche Eigenschaften nicht von der Zeit abhangen. Kénneral®igis stationar angenommen
werden, so ist ihre Verarbeitung meist erheblich einfacher

Viele Verfahren der Signalverarbeitung setzen die Statitét von Signalen voraus. Es
kann bei der Stationaritéat noch eine starke und eine screv@tdtionaritat unterschieden
werden. Bei der starken Stationaritat ist die Verteilung&fion zeitunabhangig, bei der
schwachen Stationaritét sind lediglich Erwartungswed Warianz (ggf. Kovarianz) der
ZufallsgréRe zeitunabhéangig (s. Gleichung 3.1).

Nutzsignale und Storsignale Das Nutzsignal enthalt die interessierende Information,
das Storsignal dagegen ist eine unerwiinschte Grol3e, digctitige Erkennen des Infor-
mationsparameters beeintrachtigt. Ein typisches Stiaigt das Rauschen. Es kann mit
dem Nutzsignal unterschiedlich verkniipft sein. Haufige #&mmnen sind die additive oder
multiplikative Verkntpfung.

Stochastische und nichtstochastische Signale Der Begriff ,stochastisch* geht
etymologisch auf das griechische Wertoyos (stochos Abbildung 2.6) zurlick und be-
deutet so viel wie ,Mutmal3en“. Bei stochastischen Signakrjedem Zeitpunkt, zu dem
das Signal existiert, eine Menge moglicher Werte zugedrédus der weitgehend zufallig
ein bestimmter aktueller Wert ausgewahlt wird. Die Zuf&it unterliegt einer Gesetz-
maRigkeit, die mit Methoden der Wahrscheinlichkeitsregtgibeschrieben wird. Nichtsto-
chastische Signale, auch determinierte Signale genaentlenr dagegen durch Funktionen
beschrieben. Jedem Zeitpunkt, zu dem das Signal exidkiarhen eindeutig Zahlenwerte
zugeordnet werden.

Aus diesem Sachverhalt kann nun eine wichtige Schlussiohgegezogen werden, die die
oben angefiihrten Eigenschaften eines Signals noch eininahderen Worten wiederholt:
Information kann nur aus nichtvorhersagbaren Signalerogaen werden.
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Abbildung 2.6: Zur Etymologie von stdchos (Recherche von R. Schrdder)

2.1.2 Wichtige Signale

Seit der Erkenntnis von Fourier, dass sich jedes periodiSignal als Summe oder In-
tegral von sinusférmigen Schwingungen aufbauen lasseradie harmonischen Signale
in allen Naturwissenschaften eine herausgehobene Badgubie werden ausfuhrlich im
Abschnitt 3.8.3 behandelt. Signale lassen sich jedoch alscBumme oder Integral von Im-
pulsfunktionen oder Spaltfunktionen aufbauen, die im Eotien vorgestellt werden. An-
schlieRend werden noch Zirpsignale beschrieben, die \@amadls Testsignale verwendet
werden.

Diracsche Deltafunktion Die diracsche Deltafunktiofi(¢) wird auch Stof3- oder Im-
pulsfunktion, Deltaimpuls oder Deltadistribution genar8ie ist etwa im Jahre 1930 von
dem Physiker Paul Dirac eingefuihrt worden und steht in eng@sammenhang mit dem so
genannten ,weif3en Rauschen®, einem Signal, in dem alleuérezen mit gleichem Anteil
enthalten sind. Formal ergibt sich fiir den zugehorigerabbiingigen Prozesst):

far =0 7
§(t) =1 i 5 (1) dt = 2.4
(t) {0 far 140 mit 4 (t)dt=1 (2.4)

Diese Eigenschaften besitzt eine Funktion im klassischeneShicht, wohl aber die um
1945 von Laurent Schwartz im Rahmen seiner Distributidmenttie eingefiihrten verallge-
meinerten Funktionen, die beliebig oft differenzierbadsiind einfachere Rechenoperatio-
nen ermdglichen als klassische Funktionen [54].

Fur die diracsche Deltafunktion gibt es eine ganze ReiheHereitungen. Wir wollen
hier zwei recht plausible Grenzwertbetrachtungen fir diel®eck- und die Glockenfunk-
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tion vorstellen. Der Grenziibergang ist jeweils so auszefiindass die Funktionen immer
schmaler und héher werden. Mit einem kleinen, positivent\Wseien eine Rechteckfunk-
tion

1 . o0
= f <
r(y=JE W Ust<e g /7'5(t)dt:1 (2.5)
0 sonst .
oder eine Glockenfunktion
) = —— e 1<t)2 mit 7 (t)dt = 1 2.6)
() = Xp | —= | — B = .
g o p ol z g

gegeben (Abbildung 2.7). Wird nun der Grenzwert£Gr 0 gebildet, gilt:
lir% re (t) =4 (t) und lir% g: (t) =9 (1) (2.7)

Das Ergebnis ist in beiden Fallen die Deltafunktion.

r()4 1 g.(t) 4

e A

Abbildung 2.7: Erzeugung der diracschen Deltafunktion durch Grenziibergang bei
Rechteck- und Glockenfunktion

Die Distributionentheorie verlangt, dass ffit) die Beziehung
f0 = [ r)s-rar (28)

gelten soll. Damit I&sst sich jede zeitkontinuierliche Kion f(¢) mit diracschen Delta-
funktionen darstellen (Abbildung 2.8).

Wichtig fur die Signalverarbeitung ist auch die periods€reltafunktion (Abbildung 2.9 b).
Mit T als Periode gilt:

5 (1) = f: 5 (t —nT) 2.9)

n—=—oo
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Abbildung 2.8: Zusammensetzung einer beliebigen Funktion f(¢) aus gewichteten

Deltafunktionen
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Abbildung 2.9: a) Deltafunktion und b) periodische Deltafunktion
¢) Einheitsimpuls und d) Einheitsimpulsfolge

Die diskrete Version der Deltafunktion ist der Einheitsirtgy,, bzw. die Einheitsimpuls-
folge {4,,} (Abbildung 2.9 c und d):

5, = 1 fir n=0 (2.10)
0 sonst

(O} = > ok mit keZ (2.11)
k=—oc0

Damit Iasst sich entsprechend Gleichung 2.8 jede zeiteliskfunktion{ f,,} darstellen:

{fu} = i fr-On-r mMit keZ (2.12)

k=—o0



24 2 Signale und Systeme

Spaltfunktion  Die Spaltfunktion spielt in der Signalverarbeitung voeatlim Zusam-
menhang mit dem Abtasttheorem eine wichtige Rolle. Sie aindh als Abtastfunktion
bezeichnet und miti (engl.: oftsinc fir sine cardina) abgekirzt. Sie hat die Form einer
gedampften Schwingung (Abbildung 2.10).

si(t)A
1.0

4 ] ]

l l pan N -
~15 =10 ~5/ o] \§ 10 15 t -15 —10 -5

Abbildung 2.10: Zwei Definitionen der Spaltfunktion si(t) und six (¢)

Zwei Definitionen sind Ublich:

oo
) 1 fir t=0 . .
si(t) =4 gin (t) . mit / si(t)dt =7 (2.13)
—— sons s

Wird in das Argumentr einbezogen, ist das Integral Eins:

o0

mit / siy (t)dt = 1 (2.14)

—00

) 1 fir t=0

six (¢) = 9 sin (t)

— 7~ sonst

Bereits im Jahre 1593 hat Franciscus Vieta die Spaltfunkdis unendliches Produkt von
Kosinusfunktionen definiert:

(1) = nlo:O[lcos (;ﬂ) (2.15)

Die Bezeichnung Spaltfunktion kommt aus der Physik. Tefft Bindel paralleler Licht-

strahlen auf einen schmalen Spalt, so entsteht auf einemtdatiegenden Schirm ein
Muster aus hellen und dunklen Streifen. Der Verlauf des Bhgdtisst sich durch die Spalt-
funktion beschreiben.

Zirpfunktion  Die Zirpfunktion ist ein Spezialfall der Sinusfunktion. &8inusfunktion
ist seit langem bekannt, wurde aber erst im Jahre 1464 veemdels Miller aus Konigs-
bergt umfassender untersucht, ebenso die Sinusfunktion zum leoneptaren Winkel, die
Kosinusfunktion. Auf diesen Untersuchungen des Begrismder modernen Trigonometrie
basiert eine allgemein gliltige mathematische Formulgder Sinusfunktiors(¢), in der

1 jat: Regiomontanu@er Konigsberger)
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eine zeitabhéngige Amplitudé(¢), eine zeitabhangige Kreisfrequeng) und ein Gleich-
anteil sy angenommen werden:

s(t) = A(t) - sin < / 0 dt) 4 s = A(t) - sin <27T / £(1) dt) + 50 (2.16)

Die zeitabh&ngige Amplitudél(¢) bildet die Grundlage fur viele Modulationsverfahren in
der Nachrichtentechnik, sie sei hier jedoch konstft) = A = const. Die Zeitabhangig-
keit der FrequenZ (¢) kann unterschiedlich beschrieben werden. Neben einemexpiel-
len Abhangigkeit, die in der Radartechnik bendétigt wird gim Polynom gut geeignet:

fO) = fat"+ -+ fs P+ fo P+ frt+ fo (2.17)

Fir den Spezialfall einer linearen Zeitabhangigkeit degBenzf (t) = f1t + fo kann das
Integral leicht berechnet werden und es gilt:

2
s(t) = A-sin (277 {flg—&—fot—&—c])—i—so (2.18)
s(t) = A-sin (7 f1 t* 4+ 27 fo t + @0) + o (2.19)
Die lineare Zeitabhangigkeit flhrt zu vier verschiedenensférmigen Funktionen:
A -sin (o) + so fur f1=0 und fy=0
S(t) _ A - sin (2’/Tf() t+ (,0(]) + So far f1 =0 und f() 75 0 (220)
A - sin (7T f 2 + (,00) + So fur f1 A0 und fy=0

A-sin(7rf1t2+27rfot+<po)—|—so far fi#0 und fo?éo

mit Startwinkelp,, Startfrequenz, und Frequenzanderuryy.

Fall | fi fo  Bezeichnung

a | =0 =0 Cleichsignal

b | =0 #0 Sinussignal

¢ | #0 =0 -einfaches Zirpsignal
d

#0 #0 allgemeines Zirpsignal

Der Fall a) ist trivial, Fall b) fihrt zu den sinusférmigerg8alen mit konstanter Frequenz
fo. Sie werden ausfihrlicher in Abschnitt 3.8.3 behandele Bélle ¢) und d) liefern so
genannte Zirpsignale (engthirp signald. Das einfache Zirpsignal wird in Abschnitt 4.3.4
verwendet. In Abbildung 2.11 sind die beiden Falle b) undlajgtriert. Das Sinussignal
hat die AmplitudeA = 1, eine konstante Frequerfg = 1 Hz, einen Startwinkep, = 7
und einen Gleichantedy = 0,5. Das einfache Zirpsignal hat die Amplitude = 2 und
eine Frequenzanderunfg = 1%, das heifl3t, die Frequenz nimmt pro Sekunde lubiz
zu. Startfrequeny, Startwinkelpy und Gleichanteiky sind Null.
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Abbildung 2.11: Sinussignal s(t) = 1 - sin(27(1 Hz) t + %) + 0,5 und
einfaches Zirpsignal s(t) = 2 - sin(m(112) ¢?)

2.2 Signalverarbeitende Systeme

Signale und Systeme stehen in einer festen Beziehung. WigdAing 2.12 zeigt, verknupft
das System ein Eingangssignal mit einem Ausgangssigniékoziénuierliche Signale be-
noétigen fir ihre Verarbeitung ein analoges, zeitdiskrégm&le dagegen ein digitales Sys-

tem.
f(t) a(t)
J\//\’\ analoges _/\/\

System

digitales

System —> | | | ‘ |

go 9:9. 95

—_
o

— |
—_

N

[T S S
w

Abbildung 2.12: Zeitkontinuierliches Signal und analoges System, zeitdiskretes Signal und
digitales System

Ein analoges System kann Uber die Beziehung zwischen Ejsgamd Ausgangssignal
charakterisiert werden. Dazu nehmen wir an, dgs$$ ein kontinuierliches Eingangssignal
istundF' eine eindeutige Vorschrift, dig(¢) ein Ausgangssignal(t) zuordnet:

g(t)=F{f(®)} (2.21)

Das System, das die Vorschrift realisieren kann, ist dann ein analoges System, weil so-
wohl f(¢) als auchy(t) in zeitkontinuierlicher Form vorliegen.
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Fir die digitale Signalverarbeitung bendtigen wir ein @itgs System. Dies kann z. B. ein
Rechner, ein digitaler Signalprozessor oder ein Mikroaalar sein. Die Charakterisierung
eines digitalen Systems kann ebenfalls Uber die Beziehuigchen dem Eingangs- und
dem Ausgangssignal erfolgen. Itein Signalvektor, dessen Elemerfiedie Abtastwerte
eines zeitdiskreten Eingangssignals sind, éheine eindeutige Vorschrift, die dem Vektor
f einen Vektorg zuordnet, dessen Elemenjg die Abtastwerte eines zeitdiskreten Aus-
gangssignals sind, so gilt:

g=F{f} (2.22)

Das System, das die Vorschriftrealisieren kann, ist ein digitales System, da sowhls
auchg zeitdiskrete Signale sind.

Systemtheoretisch bedeutend ist die Tatsache, dass sbeobahalogen als auch bei di-
gitalen Systemen die Reaktion eines Systems auf bestimestsignale, die so genannte
Systemantwort, direkt zur Beschreibung der Systeme vetatemerden kann.

Im Folgenden sind einige wichtige Eigenschaften aufgéfithe ein digitales System cha-
rakterisieren. Diese Systemeigenschaften erlauben —iclhnie die Signaleigenschaften
— eine Systematisierung der digitalen Systeme. Fiir dasuBtuder Eigenschaften analo-
ger Systeme, die zum groR3ten Teil denen digitaler Systetsprthen, sei auf die Literatur
verwiesen [31, 54].

Linearitdt  Ein System heil3t lineares System, wenn fiir beliebige Kosite: undb die
Beziehung gilt:

Flafi+bfo} =aF{fi} +bF{fs} (2.23)
Wird eine lineare Operatiof' auf ein diskretes Signal angewendet, so folgt:

gn = F{fn}
= F{ Do f 5nk}
k=—oc0
= Z F{fk 5n—k}
k=—o0
= Y S F (G} (2.24)
k=—oc0

Gleichung 2.24 besagt, dass die lineare Operdii@uf die Einheitsimpulsfolge anzuwen-
den ist.

Lineare Systeme lassen sich einfach beschreiben. Als iBesspen die digitalen Filter ge-

nannt (vgl. Abschnitt 3.7).

Gilt fur digitale Systeme die Gleichung 2.23 nicht, so hdnelesich um nichtlineare Syste-
me. Ein nichtlineares System begrenzt z. B. die AmplitudeElagangssignals, nichtlineare
Verzerrungen sind die Folge. AuRerdem ist das Systemverhabn der Eingangsamplitu-
de abhangig. Nichtlineare Systeme kdnnen fir bestimmteefiarngen vorteilhaft einge-
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setzt werden. So gehdren beispielsweise die vor allem iBittrerarbeitung verwendeten
Rangordnungsoperatoren (vgl. Abschnitt 3.5) zu diesepfeu

Zeitinvarianz  Ist die Beziehung zwischen dem Ausgangs- und dem Eingagrgssiicht
von der Zeit abhangig, so heildt das System zeitinvariarg. Bstem wird auf ein umg
verzogertes Eingangssignal mit einem um den gleichen Végrtigerten Ausgangssignal
reagieren:

Ineng = F{fu_n,} furalle ng>0 (2.25)

Lineare, zeitinvariante Systeme werden auch als LTI-Bysteezeichnet (englinear time-
invariant system)s LTI-Systeme sind mit der Systemantwort besonders eirdadeschrei-
ben:

Ist das Eingangssignal eines LTI-Systems ein Einheitsisipy dann heil3t die Antwort
h.,, Impulsantwort des Systems.

Ein LTI-System reagiert nur mit Frequenzen, die bereits ing&ngssignal vorhanden
sind.

Ein LTI-System reagiert auf ein harmonisches Eingangssignit einem ebenfalls har-
monischen Ausgangssignal derselben Frequenz.

Mit der komplexen Exponentialfunktiofy, = exp (jwt,,) als EingangsgroRe ergibt sich als
Ausgangssignal:

gn = Z D, fn—k'

k=—o0

_ Z Ry eIw(tn—tx)

k=—o00

oo
— ej“—’tn § hk} e_j"-’tk

k=—o0

= ¥ H (w) (2.26)

Die Funktion

H(w) = i hy e i@t (2.27)

k=—o0

heil3t Frequenzantwort des LTI-Systems und ist eine koregtamktion der reellen Varia-
blenw.



2.3 Abtasttheorem 29

Stabilitat  Ist die Impulsantwort.,, nur fir endlich vielen von Null verschieden, dann
wird das LTI-System als FIR-System bezeichnet (effigiite impulse respon¥eandernfalls
als IIR-System (engl.infinite impulse respon3eEin FIR-System ist ein stabiles System,
da die Reaktion auf ein beschranktes Eingangssignal dissipéschrankt ist.

Kausalitat  Ein diskretes LTI-System ist kausal, wenn der Wert des Anggsignals zum
Zeitpunktng nur von den Werten des Eingangssigngldur n < ng abhangt. Das System
wird dann auch realisierbar genannt.

2.3 Abtasttheorem

Signalverarbeitung ist heute vorrangig digitale Signadvieeitung, die mit digitalen Syste-
men ausgefihrt wird. Aus einem analogen Signal kann einadigi, also zeitdiskretes Si-
gnal durch (in der Regel) aquidistante Abtastung der Moaremérte des Analogsignals zu
den Zeitpunktefy, 27, . .. nTa ermittelt werden. In dem Zusammenhang ist die Frage in-
teressant, ob aus diesen Abtastwerten das Originalsigadewrekonstruiert werden kann.
Oder anders formuliert: Gibt es fur die Abtastung eine volli derschiedene Intervalllan-
ge T, bei der das digitale Signal dieselbe Information wie daalégsignal enthalt? Die
Antwort auf diese Frage lautet ,Nein“, wenn Uber die Eigdragten des analogen Signals
f(t) nichts bekannt ist und keinerlei Einschréankungenfiii) gemacht werden kdnnen. Ist
jedoch bekannt, dass bestimmte Signaleigenschaften Bedaingen aufweisen, lasst sich
daraus ein Wert fuily ermitteln, der gréer als Null ist. Eine solche Beschragkkann
beispielsweise den Frequenzgehalt des Analogsignaksftesir Dass dies keine schwerwie-
gende Beschrankung ist, liegt zum einen in der Tatsachedibégt, dass technische Syste-
me fur die Erfassung der Signale ohnehin eine obere Freguemze besitzen. Zum ande-
ren liegt es oft in der Natur des signalerzeugenden Prozedass Frequenzkomponenten
oberhalb einer Grenze nicht mehr vorkommen. Beispieleffiéqiienzgrenzen ausgewahlter
Signale zeigt die folgende Ubersicht. Zu beachten ist, baissen oberen Frequenzgrenzen
des Gesangs und der Musikinstrumente nur die Grundtone eind KOberténe angegeben
sind.
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Biosignale Frequenzen [Hz]

Elektrokardiogramm 0...150

Elektroenzephalogramm 0...70

Pulskurven 0...30

Sprache 60...12 000

Gesang (weiblich) 162,9...1397 Toae..f3
2093 Erna Sack*

Gesang (mannlich) 81,5...523 ToRe..c?

55 Ivan Rebroffi A
Tierstimmen 100...200000 Delphin

10...40 Blauwal
15000...150 000 Fledermaus

Umweltsignale Frequenzen [Hz]

Windgerausch 20...1000

seismische Gerausche 0,1...10

Luftdruckschwankungen 0...1

Erdbeben 0,01...10

Kfz-Geréusche 20...1000 niedrige Geschwindigkeit

100...10000 mittlere Geschwindigkeit
1000...20 000 hohe Geschwindigkeit

Musikinstrumente [Hz]

Kontrafagott 29 ... 330 TongB...el
Klavier 33 ... 4186 TongC...c°
Cembalo 44 ... 1397 Tond'...f?
GroRRe Pauke 73 ... 131 Toue...c
Xylophon 131 ... 2093 Toéne...ct
Saxophon 247 ... 1319 Tone...e?
Pikkoloflote 494 ... 4186 Tonk!...c

Ist die héchste Frequenzkomponente unbekannt, kann dguémegehalt auch durch Fil-
terung des Analogsignals beschrankt werden (vgl. Abscrmt3). Kennen wir nun die
hdchste im Signal enthaltene Frequenzkomponente, sslékstie Bedingung fur die Wahl
der Abtastratd /T verbal so formulieren:

Um das Signaf (¢) exakt wiederzugewinnen, muss es mit einer Rate abgetastet w
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den, die grof3er ist als das Doppelte der héchsten im Sigtiahkenen Frequenz-
komponente.

Beziehen wir die Formulierung nicht auf die Rate, also di¢a&tirequenza, sondern auf
ihren Kehrwert, das Abtastintervall, = 1/ fa, so folgt die Ungleichung:

1

2 fmax

Die Ungleichung 2.28 hei3t — zusammen mit der Rekonstroktiorschrift nach Glei-
chung 2.29 — Abtasttheorem, genauer Abtasttheorem deu&netechnik, weil der einge-
schréankte Frequenzgehalt die wesentliche Grundlagesdidssorems ist. An dieser Stelle
sei angemerkt, dass auch andere Spektren beschrénkt seierkand dann entsprechende
Abtasttheoreme existieren, z. B. das der Sequenztechrijk [3

Dass bei Einhaltung der Gleichung 2.28 das zeitdiskretaeabigirklich dieselbe Infor-
mation wie das zeitkontinuierliche Signal enthdalt, solh@ohst phdnomenologisch tber
die Fourierreihenentwicklung erlautert werden. Da diesgh&entwicklung erst in Ab-
schnitt 4.1 behandelt wird, sei hier vorweggenommen (undi&iErlauterung ausreichend),
dass sich jedes periodische Signal durch eine UberlagéAatdjtion) von harmonischen
Schwingungen darstellen lasst, die sich in Amplitude, BPhasl Frequenz unterscheiden.
Die Darstellung des Signals in Abhangigkeit von der Fregusiner Komponenten heif3t
Spektrum, bei einem periodischen Signal Linienspektrubbillung 2.13 a) zeigt ein pe-
riodisches Signal und Abbildung 2.13 b) sein Linienspaktries besteht aus mehreren
Linien, die die Komponenten reprasentieren. Die Frequedee zugehoérigen Schwingun-
gen sind ganzzahlige Vielfache einer so genannten Grumarez f,. Sie ist der Kehr-
wert der Periodendaudf, des periodischen Signalgy = 1/75. Mit Gleichung 2.1 lasst
sich auch eine Grundkreisfrequewg berechnen. Die grafische Darstellung der Fourier-
reihenentwicklung, das Spektrum der periodischen Funkfi@), zeigt diskrete Werte bei
0, wo, 2wy, 3wy (Abbildung 2.13 b). Werden die (gewichteten) harmoniscBehwingun-
gen der entsprechenden Frequenzen Uberlagert, so emtstdbt die periodische Funktion
nach Abbildung 2.13 a). Die Umkehrbarkeit des VorgangsiisBeweis dafiir, dass die im
periodischen Signal enthaltene Information auch in déadten Frequenzdarstellung, dem
Linienspektrum, enthalten sein muss.

Th < mit  fmax hochste im Signal enthaltene Frequenz (2.28)

Liegt nun ein nichtperiodisches zeitbegrenztes Signalsmsollte es erlaubt sein, das Si-
gnal periodisch fortzusetzen. Weil dadurch nichts Neuesugefligt wird, bleibt der Infor-
mationsgehalt unverandert. Zu dem periodischen Signarg@heder ein diskretes Spek-
trum, in dem alle Informationen enthalten sind. Werden numwas theoretisch méglich
ist — der Zeit- und der Frequenzbereich vertauscht, so beffisidh eine frequenzkonti-
nuierliche periodische Funktion im Frequenzbereich (#hbig 2.13 d) und ein zeitdis-
kretes Signal im Zeitbereich (Abbildung 2.13 c). Jetzt istpkeriodische Spektralfunktion
(Abbildung 2.13 d) in eine Reihe entwickelt worden (Abbitdu2.13 c¢). Die periodische
Fortsetzung einer Funktion im Frequenzbereich ist abedaon mdglich, wenn sie im Fre-
guenzgehalt beschrankt ist, also eine hdochste Fregfignenthélt. Das ist aber genau die
Frequenz in Gleichung 2.28. Die Abbildungen 2.13 c) und d$ém nun den Schluss zu,
dass auch im zeitdiskreten Signal alle Informationen drghaein mussen.

Der in Abbildung 2.13 dargestellte Zusammenhang fiihrt margGleichung fir die Rekon-
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a) ft)4 b) F(w)4
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Abbildung 2.13: Zeitkontinuierliches und zeitdiskretes Signal
a) zeitkontinuierliches periodisches Signal
b) Linienspektrum des Signals
c) zeitdiskretes Signal
d) frequenzkontinuierliches periodisches Spektrum

struktion der Originalfunktion. Ist die Bedingung der Glaing 2.28 eingehalten worden,
so ergibt sich fur das gréRtmoégliche Abtastintervall dilgémde Beziehung (Herleitung
siehe z. B. [31, 54)):

oo . T
)= n;oo f(nTa) si [TA (t—mn TA)} (2.29)
Die Gleichung heif3t Rekonstruktionsgleichung und ist ifmrdd 949 von Claude Shannon
formuliert worden, der auch ihre Bedeutung fir die Inforimétheorie erkannte. Weniger
bekannt ist, dass die Idee der Abtastung in den Grundzidemst915 von Edmund T.
Whittaker, 1924 von Harry Nyquist und 1933 von Vladimir A. ébtikov formuliert wur-
de.

Die halbe Abtastfrequenz wird auch Nyquistfrequégndzw. Nyquistkreisfrequenzay ge-
nannt:

fn = %A bzw. wy = %A (2.30)

Die Nyquistfrequenz besagt, dass sich der Frequenzbeegies Signals bei gegebener
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a ()t b)  Fla) ¢
0,47 1
0/2+ 0,5+

J 1N

c) f(t) 4 d) F(w) 4
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0,27 0,5/t

0.2+ 05 &
+ ! ! +—> 4 »
4 2 0 2 4t -12 6 |0 6 120

h) Flw) 4
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Abbildung 2.14: Spektrale Uberschneidungen bei zu geringer Abtastfrequenz
a) abzutastendes Signal und b) zugehoriges Spektrum
C) Mit Tp = % s abgetastetes Signal und d) periodisch fortgesetztes
Spektrum mit wa = 27/Ta
e) mit Ty = 2 s abgetastetes Signal und f) periodisch fortgesetztes
Spektrum mit deutlich sichtbaren spektralen Uberschneidungen
g) das aus dem Spektrum h) rekonstruierte Signal

h) eine im Bereich +wy = £7 aus f) herausgeschnittene Periode
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Abtastfrequenza nur auf den Bereich vor fy bis + fy erstrecken kann.

Bei Verletzung des Abtasttheorems kommt es zu Problemeraldispektrale Uberschnei-
dungen oder auch mit dem englischen Begriff ,Aliasing” belaret werden. Wird die Ab-
tastfrequenz zu niedrig gewabhlt, sind auch in Bereichesgigs von+ fyy oder +wy noch
Spektralkomponenten vofit) vorhanden. Die Abbildung 2.14 zeigt deutlich die spektra-
len Uberschneidungen, die eine Rekonstruktion des Zaetsgunmdglich machen. Es ist
Information verloren gegangen.

2.4 Signalverarbeitungskette

2.4.1 Strukturen

Einen guten Uberblick tiber die Teilaufgaben, die in der Siggrarbeitung zu lésen sind,
kénnen wir durch die Zusammenfuhrung dieser Aufgaben iereiModell, der Signalverar-

beitungskette, gewinnen. Je nach Anwendungsgebiet wiglsgilche Signalverarbeitungs-
kette zwar in verschiedenen Modifikationen auftreten, diddsenden Teilaufgaben un-
terscheiden sich jedoch hinsichtlich der anzuwendendatka&fage nicht. Abbildung 2.15

zeigt je ein Beispiel aus der Nachrichtentechnik und derdtéehnik.

a)

Nach-
richten-
quelle

Nach-
richten-
senke

Aufnahme- Sende- Ubertragungs- Signal- Wiedergabe-
wandler einrichtung g kanal empfanger wandler
b)
Vorgang Messwert-
(physikalisch, Messwert- Messwert- Messwert- | » ausgabe
biologisch, gewinnung | ~ [Ubertragung| ~|auswertung 9 .
technisch, ...) als KenngréfBe

Abbildung 2.15: Zwei Signalverarbeitungsketten
a) gerichtete Nachrichtenkette nach [34]
b) Messstrecke zur Prozessanalyse nach [31]

Um alle mdglichen Verarbeitungsaufgaben demonstrierékbmnen, soll hier der sehr all-
gemeine Fall angenommen werden, dass Eingangs- und Awssigngl der Verarbeitungs-
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kette jeweils nichtelektrische, analoge Signale sind. Dangibt sich eine symmetrische
Struktur der Signalverarbeitungskette, wie sie in Abhilg2.16 gezeigt ist.

Sensor Analog- » Abtaster » ADU
filter
Takt f------ »| Rechner
A,
Aktor |« R_eko— Abtaster DAU
filter

Abbildung 2.16: Modell einer Signalverarbeitungskette

Im Zentrum der Verarbeitungskette, sozusagen auf der Syratide, befindet sich ein
Rechner oder eine irgendwie gestaltete programmierbacbriRestruktur, mit deren Hilfe
das jeweilige Ziel der Signalverarbeitung erreicht werdauss (s. Abschnitt 2.4.6). Die
Ubrigen Baugruppen dienen der Aufbereitung des Signalsdem Rechner die Umset-
zung des nichtelektrischen, analogen Signals in ein étekies, digitales Signal, nach dem
Rechner die Rickwandlung des elektrischen, digitalengbégn ein nichtelektrisches, ana-
loges. An dieser Stelle ist es wichtig, darauf hinzuweiskrss praktische Anwendungen
diesem Modell selten vollstandig entsprechen werden. &€éen Bedingungen werden oft
nur die Umsetzung von bestimmten Teilaufgaben erfordeinwMIlen aber die vollstan-
dige Verarbeitungskette der Abbildung 2.16 als Grundl@gelie folgenden Betrachtungen
verwenden.

2.4.2 Sensoren

Es sei angenommen, dass aus einem Vorgang (im SpeziaftfaiheZustand), der beispiels-
weise physikalischer, biologischer oder auch technobingis Natur sein kann, Informatio-
nen gewonnen werden sollen. Dieser Vorgang wird im Allger@eieinen unvorhersehbaren
Verlauf haben, also ein stochastischer Prozess sein. Zueck&der Informationsgewin-
nung wird nun dieser Vorgang mit geeigneten Einrichtunge®( Mikrofon, Kamera) be-
obachtet und aufgezeichnet. Wichtigstes Bauelementrdigisgangsbaugruppe ist ein Sen-
sor. Unter einem Sensor wollen wir einen Messfiihler veesietler in der Lage ist, eine in
der Regel nichtelektrische Grofie in ein elektrisches $igmauwandeln. Man spricht auch
vom Messaufnehmer, Messumformer, Messwertgeber odesduaer. Die Technik, die
sich damit beschaftigt, wird als Sensorik bezeichnet. DdekFortschritte auf den Gebie-
ten der Elektroniktechnologie und der Mikrosystemtectstghen gegenwartig fir nahezu
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alle nichtelektrischen GroRRen sehr leistungsfahige Sensaur Verfugung. Sie sind in mi-
niaturisierten Baugruppen integriert, die oft auch schigm&verarbeitungsaufgaben lésen.
Es existieren weit mehr als 100 messbare Grol3en; entspietgreld ist die Vielfalt der
Sensoren. Sie werden in der Literatur nach drei Gesichkipnmunterteilt;

nach der genutzten Technologie fur die Herstellung desd@ens
nach der physikalischen Eingangsgréf3e des Sensors
nach der elektrischen Ausgangsgrof3e des Sensors

Die folgende Ubersicht enthalt Beispiele fiir Sensoren raisehiedenen physikalischen
EingangsgrofRen.

Druck, Kraft Dehnmessstreifen, Halbleiter-Piezo-Widerstandsbniidkepazitaten mit Si-
liziummembran, piezoelektrische Keramiken

Lange, Winkel resistive, kapazitive und induktive Bauelemente, posgsensitive Fotodi-
oden, Fotodioden mit Laserpuls- oder Inkrementalgebeatielémente, Kontakte, op-
tische Interferometer

Beschleunigung mikromechanische Kapazitaten mit Testmasse, Piezo-iileie auf Bie-
geelement, induktive Geber

Schall, Ultraschall Elektret- und Piezokeramikmikrofone, elektrodynamishktikrofone,
optische Interferometer

Temperatur Platin-Widerstéande, Halbleiter-Widerstande, HeiRRkeikaltleiter, Thermo-
elemente, Infrarot-Dioden-Arrays

Gase, StoffeWiderstande als beheizte porése Keramiken, Mikroelekinoauf Silizium,
lonen-SFET

Feuchte Kapazitaten mit hygroskopischem Dielektrikum, Metaltb¥iderstande, hygro-
skopische Polymere

Optische Strahlung Fotowiderstande, -dioden, -transistoren, Fotodiodayarauf CCD-
oder CMOS-Chips

Radioaktive Strahlung Germanium-pn-Ubergénge, Zahlréhren

Elektrisches Feld Kapazitaten, Dipole, spezielle Antennen

Magnetfeld magnetische Metallschichtwiderstande, Halbleiter-plaliten, Induktivitaten,
Hallelemente

Da Sensoren in der Messtechnik eine elementare Rolle spiettolgt die Beschreibung
eines Sensors vorrangig mit messtechnischen Begriffes.\M@estandnis und die richtige
Verwendung dieser Begriffe sind auch fur die Signalveriuing wichtig. Deshalb sollen
einige wichtige Termini kurz erlautert werden.

Ubertragungsfunktion Die Wandlung des Signals erfolgt nach einem eindeutigek-fun
tionellen Zusammenhang zwischen Eingangsgréf3end Ausgangsgroile,. Dieser
Zusammenhang wird durch die Ubertragungsfunktige= f(z¢) beschrieben.
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Sensorkennlinie Die grafische Darstellung der Ubertragungsfunktign=_f(ze) heil3t
Sensorkennlinie. Parameter dieser Darstellung ist Gbtighise die Frequenz der Ein-
gangsgroRRe. Ist die Sensorkennlinie linear oder kann siaraidhernd linear angese-
hen werden, so ergeben sich einfache Verhaltnisse. Firahallie gilt dannz, =
2a0+ Axa/Axe(Te — Teo) Mit 240 Ausgangs-Offsetdz,; Ausgangswertebereichyze
Messbereich undey Beginn des Messbereichs.

Messung Die Abbildung durch den Sensor und ein anschlieRender tatwer Vergleich
mit einer Referenzgrol3e wird Messung genannt. Der Sensimfhesst mit seinen Feh-
lern den Messwert bzw. das Messergebnis (MessergebilalRzahl mal Mal3einheit).

Messbereich Aufgrund der physikalischen Gegebenheiten kann der Selistibertragung
des Signals nur fiir einen Wertebereich zwischen einem dttwidglichen und einem
gréRtmoglichen Messwert realisieren, wenn Fehlergremitmt Uberschritten werden
sollen.

Empfindlichkeit Die Empfindlichkeit oder Sensorsteilheitist der Quotient aus der An-
derung der AusgangsgroRRe und der Anderung der EingangsgtdR der differenzielle
Anstieg der Sensorkennlini§, = dxa/dze &~ Axz,/Axe. Beilinearer Sensorkennlinie
ist die Empfindlichkeit konstant und heiRRt Ubertragungsfakder -maf3.

AuflésungsvermdgenDas Aufldsungsvermdégen ist die kleinste nachweisbare M@&geg-
anderung, die bei digitalen Geraten durch die Feinheit demfsierung bestimmt wird.
Bei analogen Grof3en spricht man eher von Ansprechschvizdkeist die kleinste, ge-
rade noch nachweis- bzw. wahrnehmbare MessgréRenénderung

Abbildungsfehler Fehler kénnen systematisch (anordnungs- und exemplarglg)éaind
/ oder zuféllig (Rauschen, Driften und Alterung als Folge ldemgebungsbedingungen)
auftreten. Zusammen ergeben sie den Abbildungsfehler.

Messfehler, absolut Der absolute Messfehlerist die Differenz zwischen dem vom Sensor
Ubertragenen Messwert, und einem auf anderem Wege ermittelten ,wahren® bzw.
wirklichen Messwerte = 3 — Twahr

Messfehler, relativ Fur den relativen Messfehlef wird der absolute Messfehler auf den
wirklichen Messwerk* = e/zwanr bezogen. Die Angabe erfolgt meist in %, %o oder
ppm (engl.;parts per million.

Kalibrierung Das Feststellen und Minimieren des Messfehlers als Difftemvischen der
Sensorausgangsgrof3e und einem als richtig geltenden #®ifgeth{ Normal, durch De-
finition oder Vergleichsmessung erzeugt) wird als Kalituigy bezeichnet. Die Fehler-
klassen geben einen garantiert unterschrittenen refeftigbler an. Ein einzelner Sensor
kann — durch giinstige Zufalle bei der Herstellung — dennaaireger sein.

Als Beispiel zeigt Abbildung 2.17 ein Kohlegriel3mikrofols &ensor fur akustische Signa-
le. Treffen die Schallwellen auf die Metallmembran, so weléit der Schalldruck die Dichte
der Kohlekigelchen. Dadurch &ndert sich auch der Widedstaischen den beiden elektri-
schen Anschlussen. Diese Widerstandsénderung stelliedimisches Signal dar und ist ein
Abbild des Schalldrucks. Leider ist diese Abbildung nurialger Naherung linear, weil die

Kohlektigelchen nicht beliebig verdichtet oder gelockeerden kdnnen. Die Abbildung

des Schalldrucks auf ein elektrisches Signal ist auch verFdequenz der Schallwellen
abhangig, weil die Kohlekligelchen Energie und Zeit fir desvBgung bendtigen.
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Metall- Metall-
membran  KohlegrieB wanne

Al

elektrisches
Signal

N |

— ¢—O

Isolation

Abbildung 2.17: KohlegrieBmikrofon als Beispiel flir einen Sensor
2.4.3 Bandbegrenzungsfilter

Die Einhaltung des Abtasttheorems macht es erforderlinhgie weitere Signalverarbei-
tung ein Signal zur Verfligung zu stellen, das frequenzbegidinzt ist. Erreicht wird die
Begrenzung Uber eine Filterung des Signals mit einem songe@a Anti-aliasing-Filter.
Diese Filter sind steilflankige Tiefpésse. Tiefpasse lagselativ) tiefe Frequenzen pas-
sieren, fir hohe Frequenzen sind sie gesperrt. Idealexvgelten sie im Durchlassbereich
eine Verstarkung von Eins und im Sperrbereich eine Verstighvon Null aufweisen. Die
Verstarkung ist also frequenzabhéangig. Beschrieben vierdwch den Frequenzgang, der
auch als Ubertragungsfunktion bezeichnet wird. Die Ubgtingsfunktion kénnen wir uns
als Fenster im Spektralbereich vorstellen.

Die Position des Bandbegrenzungsfilters in der Signalkeramgskette bestimmt, dass das
analoge Eingangssignal auch mit einer analogen Baugrugfdfteg werden muss. Neben
der hier gewiinschten Frequenzbandbegrenzung ist dutehnuriy eine ganze Reihe weite-
rer nutzlicher Effekte zu erzielen, die global mit einer Messerung des Verhéaltnisses von
Nutz- und Stoérsignal beschrieben werden kénnen.

Die hier zu betrachtenden Analodfilter gehéren zu den lere&tetzwerken. Das bedeutet
beispielsweise, dass eine harmonische Schwingung dueckilderung lediglich in ihrer
Amplitude und Phase geandert wird, die Frequenz bleibtrémaert erhalten. Im Zeitalter
der Analogtechnik ist der Filterentwurf als die ,Kronung déeorie der komplexen Fre-
quenzen® [31] angesehen worden. Er ist seit langem umfdssaersucht. Abbildung 2.18
zeigt ein Hilfsmittel fiir den Filterentwurf.

Grundsatzlich mussen wir zwischen der Synthese von Fjledso dem Entwurf, und der
Analyse von Baugruppen unterscheiden, die Filterfunigioerfillen. Hier soll lediglich
der Filterentwurf behandelt werden. Zur Beschreibung disr¥erhaltens steht uns die
Ubertragungsfunktioi/ (w) zur Verfligung, die die Unterschiede zwischen dem Ausgangs-
und dem Eingangssignal charakterisiert.

Der Zusammenhang zwischen dem zeitabh&ngigen Eingangb${g) und dem Ausgangs-
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Abbildung 2.18: Rechenschieber fiir den Entwurf analoger Filter

signalg(t) kann bei Beschrénkung auf lineare und zeitinvariante 8ystait einer linearen
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizientgnhund B beschrieben werden:
dn d dm d
An@ +~-+A1& +Ao] g(t) = [Bmdtm +~~+Bla + Byl f(t) (2.31)
Unter Berlicksichtigung der Tatsache, dass beim UbergaderirFrequenzbereich anstelle
der Differentiation eine Multiplikation mijw auszufiihren istd/d¢ o—e jw, s. Tabelle B.1
auf S. 283), ergibt sich die zugehorige Gleichung fir digdienzabhéngigen Grof3en:

[A, ()" + -+ 4+ Ajjw + A G (w) = [Bpm (jw)™ + -+ + Brjw + Bo] F (w) (2.32)

In dieser Gleichung isF'(w) die spektrale Darstellung des Signdlg), ebenso istG(w)
das Spektrum des Signalét), das heilff (t) o—e F(w) undg(t) o—e G(w). Fir die Uber-
tragungsfunktion folgt:

i B; (jw)'
Hw) = &W _ i=0 (2.33)
Fl) 55 4, oy’
=0

Zur Erlauterung der Zusammenhénge zeigt Abbildung 2.18Beispiel. Das Eingangssi-
gnal ist eine Impulsfunktion(¢) mit dem SpektrumF(w) = 1. Gesucht sind das Aus-
gangssignal(t) und das zugehorige Spektruf(w), wenn fiir die Ubertragungsfunkti-
on H(w) = 1/(3 +jw)2 gilt. FUr das Spektrum des Ausgangssign@lss) ergibt sich:
G(w) = 1/(3+ jw)?. Nach Tabelle B.1 auf S. 283 folgt fiir die zugehérige Zeiklion
G(w) e—o g(t) =t - exp(—3t).

Das Beispiel zeigt auch einen allgemein gultigen Zusamiaweghlst das Eingangssignal
eines linearen Netzwerkes die Deltafunktiftt) = 4(t), so ist das Ausgangsspektrum
G(w) wegen Gleichung 2.33 uniit) o—e 1 gleich der Ubertragungsfunktiaf (w).

Da die Ubertragungsfunktion eine komplexe Funktion istrkaie als Summe ihres Real-
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Abbildung 2.19: Beispiel fuir den Zusammenhang zwischen Eingangssignal,
Ubertragungsfunktion und Ausgangssignal eines analogen Tiefpasses
teils ® und Imaginérteilsy geschrieben werden:
Hw)=R{H (w)}+j3H(w)} (2.34)

Die grafische Darstellung erfolgt uiblicherweise getrerattmBetrag H (w)| und Winkel
ZH(w):

[H (W) = VR{H ()} + 2{H ()} (2.35)

S{H () 0 wenn R{H(w)}>0
/H (w) = arctanm + 97  wenn R{H(w)} <0 und ${H (w)} >0
—m wenn R{H (w)} <0 und S{H (w)} <0
(2.36)

Fur den Spezialfall, dass der Realteil Null ist, bestimmanAkymptoten der Arkustan-
gensfunktion den WinkeX H (w) [7]:

= wenn R{H (w)} =0 und S{H (w)} <0
ZH (w) = { unbestimmt wenn R{H (w)} =0 und S{H (W)} =0 (2.37)
z wenn R{H (w)} =0 und S{H (w)} >0

Der Betrag der Ubertragungsfunktion hei3t auch Amplitugery des Filters, der Winkel
heil3t Phasengang.

Filterentwurf ~ Die Ubertragungsfunktio/ (w) kann nun wunschgemaR gestaltet wer-
den. Besteht — wie in unserem Fall — der Wunsch, das Fregaedzbu begrenzen, so
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wird ein Tiefpass mit den in Abbildung 2.20 dargestelltemKgroRen gewahlt. Ublich ist
die Darstellung des Betragsquadrates der Ubertragunigaan (w).

IH (@) 4

Sv

0‘)5
—>» — -
Durchlass- Sperrbereich
bereich

Abbildung 2.20: Betragsquadrat der Ubertragungsfunktion eines Tiefpassfilters und
KenngrofR3en fur den Filterentwurf

Reale Tiefpasse unterscheiden sich vor allem durch einggraaghiedlich verlaufenden
Ubergang vom Durchlassbereich in den Sperrbereich. Filbdechlassbereich gilt:

lw| < wg mit wg Grenzfrequenz

1
H@F > (2.38)
Fir den Sperrbereich gilt:
lw] > ws mMit ws Sperrfrequenz
1
H@I" < 15 (2.39)

Ideale Verhéltnisse liegen figr= 0 und A — oo vor.

Butterworthfilter Ein wegen seiner glinstigen Eigenschaften haufig gewahltertip
ist das Filter nach Butterworth. Fiir das Betragsquadratthartragungsfunktion dieses

Filters gilt:
2
|Hpy (w)|” = T NN
14 &2 ( )
Wy

(2.40)
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wobeiN € N die Filterordnung ist. Sie ergibt sich durch die Wahl vound A sowie durch
die Wahl einer Grenzfrequeing und einer Sperrfrequenz. Zur Ermittlung vonV konnte
beispielsweise

<1

T 142

gesetzt werden. Damit kann Gleichung 2.40 nAtbhmgestellt werden:

)
log ( —

N>\
Ws

log ()
Wy

Bei der Wahl der Ordnung’ muss ein Kompromiss zwischen der Steilhei & wg) und
dem Aufwand, der sich in der Ordnung ausdrtickt, gefundenleve(Abbildung 2.21).

w=ws und |Hgy(w)|?

(2.41)

[H(w)[* 4

1

0.5

ag\g v

Abbildung 2.21: Betragsquadrat der Ubertragungsfunktion von Butterworthfiltern fiir
verschiedene N beiec =1

Die wichtigsten Eigenschaften der Ubertragungsfunktiom Butterworthfiltern sind:

scharfe Begrenzung des Sperr- und Durchlassbereichs
flacher Verlauf im Sperr- und Durchlassbereich

Tschebyschefffilter ~ Wird eine geringe Welligkeit im Sperr- oder Durchlassbehneiu-
gelassen, so ist der Kompromiss zwischen dem durch die WahW bestimmten Auf-
wand und guter Trennung von Sperr- und Durchlassbereich Bethebyschefffilter giins-
tiger [53]. Bei diesem Filtertyp wird die Ubertragungsftiok mit Hilfe der Tschebyscheff-
polynome approximiert. Diese besitzen eine bemerkensviggenschaft [7]:
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Von allen Polynomen des Gradesderen(. Koeffizient stets den Wert hat, be-
sitzen die normierten Tschebyscheffpolynogz)/(2(»~1)) im Intervall [—1; 1]
die kleinste maximale Amplitude vdt —.

Fur die Tschebyscheffpolynome gilt fir alte> 0:

T, (2) = cos (n -arccos (z)) fur |z| <1 (2.42)
cosh (n - arcosh (z)) fur |z|>1
Im Spezialfallz = 0 gilt:
T, (0) = +1 fir n gerade
0 sonst
Ist || < 1, so ergibt sich:
To(x) = cos(0)=1
Ty (x) = cos(arccos(z)) == (2.43)

Setzen wircos(a) = z und verwenden die Additionstheoreme der Kosinusfunktiim f
Vielfache des Winkels: (z. B. cos(2a) = 2cos?(a) — 1 usw.), so folgen fir die weiteren
drei Polynome die Funktionen:;

To(z) = 22°—-1
Ts(x) = 42°-3x
Ty(z) = 8az'—8z2+1 (2.44)

Fir|z| < 1undn > 1 kann auch eine Rekursionsgleichung formuliert werden:
T,(x) = 2xTy—1(x) —Th_a(x) (2.45)

In Abbildung 2.22 sind fiir den Bereidly| < 1 die ersten sechs Tschebyscheffpolynome
dargestellt.

Beim Tschebyschefffilter unterscheiden wir zwei Typen: Typesitzt eine Welligkeit im
Durchlassbereich, Typ 2 im Sperrbereich. Fiir das Betragtqtider Ubertragungsfunktionen
|Hr1 (w)|? und|Hr, (w)|? der beiden Filter gilt:

1
|HT1(W)\2 = I ATEN
1427
e N(Wg)
1
|Hro (W) = (2.46)
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Abbildung 2.22: Sechs Tschebyscheffpolynome Ty (z) bis T5(x) im Bereich |z| <1
Die Umstellung der Gleichungen erfolgt wie beim Butteniditter und ergibt fur Typ 1

genauso wie fir Typ 2:
(2.47)

arcosh ()
N > £

arcosh (ws)
Wy
In Abbildung 2.23 ist das Betragsquadrat der Ubertragungsion eines Tschebyscheff-

filters im Vergleich zu einem Butterworthfilter dargestefitis der Abbildung ist ersichtlich,
dass sich bei gleicher Wahl vayi beim Tschebyschefffilter ein steilerer Ubergangsbereich

als beim Butterwortfilter ergibt.

2.4.4 Erster Abtaster
Das Ausgangssignal der Analodfilterufig) ist ein frequenzbandbegrenztes Analogsignal.

Bevor nun eine Analog-Digital-Umsetzung erfolgen kanteise Abtastung dieses Signals
erforderlich. Das Signafs(¢) soll nur noch bei ganzzahligen Vielfachen des Abtastiratsv
Ta einen Wert ungleich Null aufweisen:

(2.48)

t=nT, .
A mit —co<n<oo und neZ

f @) far
fs (t) = { ( )
0 sonst
Ein Abtaster ist eine Verstarkerschaltung mit einem arextlagnd einem digitalen Eingang
sowie einem analogen Ausgang. Sie arbeitet mit zwei vezdelmien Verstarkungsfaktoren
Liegt am Digitaleingang eine Eins, so arbeitet die Schajtfiir den Analogeingang als
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3 o
3 o

Abbildung 2.23: Betragsquadrat der Ubertragungsfunktionen fiir Butterworth- und
Tschebyschefffilter, N =4, e =0,2und ws = 1,5 - wy

normaler Verstarker mit einem Verstéarkungsfaktor von édnEins. Das Signal am Ana-
logausgang folgt dem Verlauf des Signals am Analogeinghiegt eine Null am Digital-
eingang, dann sinkt die Verstarkung fur das Analogsignahé&tbls auf Null. Dieses Verhal-
ten entspricht einer Multiplikation der beiden Eingangesie. Unter idealen Verhaltnissen
erfolgt die Multiplikation des Eingangssignafg¢) mit einer periodischen Deltafunktion
or(t) nach Gleichung 2.9. Fiir das Multiplikationsergebfyg) gilt:

fs(®) = [f(t)-or(t)

= f(t) > 6(t—nTa) (2.49)
Wegen
() 8 (t—to) = f(to) &(t—to) (2.50)
gilt auch:
fs®)= > f(nTa) d(t—nTn) (2.51)

n—=——oo
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Da die Deltafunktion nur an einer Stelle ungleich Null igfért jeder Summand jeweils
einen von Null verschiedenen Wert des Signals als Beitraan Bpricht deshalb auch von
der Ausblendeigenschaft der Deltafunktion.

Nach der Abtastung des Signgl&) ist es erforderlich, das Signgl(¢) fur die Dauer des
AbtastintervallsTy konstant zu halten. Diese Aufgabe Gibernimmt eine Haltdsoig Sie
sorgt daflr, dass dem Analog-Digital-Umsetzer ein kortstaBtrom oder eine konstante
Spannungf(¢) geliefert wird. Wiirde dem Analog-Digital-Umsetzer keinenktante Gro-
Re Ubergeben, ware das Umsetzergebnis moglicherweish fadler der Umsetzvorgang
fande kein zeitliches Ende. Die einfachste Realisierungl&$ ,Einfrieren” besteht aus ei-
nem Halteglied 0. Ordnung, das aus einem Kondensator umdnedperationsverstarker
aufgebaut werden kann. Das Abtasten und Halten des Sig@ls/ird in der Praxis oft in
einer Baugruppe, der Abtast-Halte-Schaltung zusammaagifAbbildung 2.24). Wichtige
Parameter einer solchen Schaltung sind die Geschwindigkdidie Genauigkeit.

Abtast-Halte-Schaltung

(1)

0. Ordnung

Halteglied | fol®) |

o
c
Q
>
=
@,
0]
=
@
=
A 4
(@)
o
=2
[}
=
[}
=
—_

Analog-Digital-Umsetzer

Abbildung 2.24: Abtast-Halte-Schaltung und Analog-Digital-Umsetzer

2.4.5 Analog-Digital-Umsetzer

Aufgabe des Analog-Digital-Umsetzers (kurz: AD-Umsetzéer ADU) ist die Umsetzung
einer Spannung oder eines Stroms in eine in der Regel bidéerte Zahl. Diese Umsetzung
erfolgt durch die Baugruppen Quantisierer und Codiereb{illong 2.24). Der Bindrcode
am Ausgang des Codierers entspricht dem quantisierten kiameert der Eingangsgroiie.
Die Abbildung der gehaltenen Werfg(¢) auf eine endliche Wertemenge erfolgt in einem
nichtlinearen System, dem Quantisierer. Eine typischen@aiarungskennlinie zeigt Ab-
bildung 2.25.
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v

N>

: 2f

Abbildung 2.25: Typische Quantisierungskennlinie eines Analog-Digital-Umsetzers

Erfolgt die Quantisierung in gleichmafigen Stufen mit ders¢hriftQ, gilt fir den quan-
tisierten Momentanwert:

Jou=Q{fo ()} (2.52)

Entstehen — wie in Abbildung 2.25 — positive und negative f/eso handelt es sich um
eine bipolare Quantisierung. Ist die Anzahl der Quantisigsstufen gerade, ergeben sich
unsymmetrische Verhéaltnisse, die allerdings bei eineRgndStufenzahl praktisch unbedeu-
tend sind. Mit einem Binarcode vaiB + 1) bit kénnen22+! Stufen dargestellt werden,
wobei B + 1 die Wortbreite ist. Die Grol32f, ist der Aussteuerbereich und hat z. B. Wer-
te von 10 V, 5 V oder 1 V. Ist die Anzahl der Quantisierungsstu§ehr groR3, wird die
Quantisierungskennlinie durch eine Ursprungsgerade enit Anstiega genahert:

9B+1 2B

3 f fo I fo (2.53)
Da der Aussteuerungsbereicheiit! Stufen aufgeteilt wird, folgt fiir die Stufenbreite bzw.
SchrittweiteA:

2fm _ fm 1
9B1T — 9B — g (2.54)

Fir die Kennlinie in Abbildung 2.25 ergibt sich beispielssefur2 f, =8 Vund B = 2

fqu:a‘f0:

A:
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die Schrittweite:

8V

Da der wahre Werf, und der quantisierte Werfy, im Allgemeinen voneinander abwei-
chen, entsteht ein Fehler, dessen GroRRe zwisehadr2 und +A/2 liegt. Die konkrete
Abweichung hat Zufallscharakter und kann als weil3es Raumsatodelliert werden, fiir das
die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Fehlerprozesbes den Wertebereich des Quanti-
sierungsfehlers konstant ist (vgl. Abschnitt 3.1.2). Fireesolche konstante Wahrschein-
lichkeitsdichte ergibt sich eine Varianz (Rauschleisjuran:

2—23 f2
2 m
T
Fir das Signal-Rausch-Verhaltr8&|Rmit der Maf3einheit DezibdtB] folgt damit:

(2.55)

2

SNR = 10dB-lg 2L
g,
r
12.223 2
— 10dB-1g ——F
fa
— B.602dB+108dB—20dB-1gI"
of
~ B-6dB—125dB (2.56)

Der erste Summand sagt aus, dass sich bei Hinzunahme van Bihealso bei Verdopp-
lung der Anzahl der Quantisierungsstufen, das Signal-€teMsrhéltnis um 6 dB verbes-
sert. Das Signal-Rausch-Verhéltnis nimmt auch zu, wenSidjealleistungrs gréRer wird.
Diese ist jedoch durch den Aussteuerbereich begrenzt.gtiimale Verhaltnisse sollte also
die Signalamplitude dem Aussteuerbereich angepasst netha die GréRenordnung zu
verdeutlichen, sei angemerkt, dass hochwertige Musikéhdnungen ein Signal-Rausch-
Verhéltnis von tber 90 dB haben.

In realen AD-Umsetzern findet ein Vergleich zwischen deuakén analogen Spannung
mit einem Satz von festen Spannungswerten bzw. -normadgf) die zeitsequentiell er-
zeugt werden oder gleichzeitig vorliegen. Entsprechendl@reserielle und parallele Um-
setzer unterschieden. Die serielle Umsetzung, haufig libetwdschengréfRe Zeit indirekt
realisiert, erfordert viele Umsetzschritte (fur 8 bit bis 255 Umsetzschritte), aber nur ein
Normal. Sie ist langsam, aber wenig aufwandig. Die pamllémsetzung, auch direkte
Methode genannt, arbeitet mit nur einem Umsetzschritty aiséen Normalen. Bei 8 bit
werden z. B. 255 Komparatoren benétigt. Ein Beispiel fur Alig-Umsetzung nach dem
Parallelverfahren zeigt Abbildung 2.26.

Zwischen diesen Verfahren gibt es eine Reihe von Mischfarmdée einen Kompromiss
zwischen Geschwindigkeit und Aufwand darstellen (z. B.gibit 8 Normale und 8 Um-
setzschritte). Zu diesen AD-Umsetzern gehdren Stufentmeiselie z. B. nach dem Prinzip
der sukzessiven Approximation arbeiten. Letztere sindldgeringen Aufwand und mini-
male Abfragen gekennzeichnet. Das Prinzip besteht daaisg din Binarzahler durch eine
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Abbildung 2.26: Schaltbild eines Analog-Digital-Umsetzers mit direktem
Spannungsvergleich

Steuerlogik mit vorgegebenem Programm ersetzt wird. Digvewndige Anzahl der Ver-

gleichsschritte wird durch ein Wageverfahren minimiertzarfolgt, beginnend mit dem
hdchstwertigen Bit, sukzessive ein Vergleich der Eingapgenung mit den zugehdrigen
Spannungswerten der einzelnen Bits.

Bei realen AD-Umsetzern verursachen die Quantisierer irméiichen vier Fehler:

Linearitatsfehler Die reale Umsetzerkennlinie ist durch ungleiche Quantisigsschritte
~gekrimmt* (Abbildung 2.27 a).

BegrenzungsfehlerDie reale Umsetzerkennlinie ist zu steil, die hdchste Datalwvird vor
Anlegen der hdchsten Eingangsgrof3e erreicht (Abbildugg B).

Quantisierungsfehler Die reale Umsetzerkennlinie ist zu ,grob“, die Wortbreitéisate
erhoht werden (Abbildung 2.27 c).

Offsetfehler Die reale Umsetzerkennlinie ist zu weit nach links oder teelerschoben,
beim Anlegen der Eingangsgrof3e Null erscheint nicht dasatimesgebnis Null (Abbil-
dung 2.27 d).
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a) fqu A

"\ ideale
e Kennlinie
reale

Kennlinie

c) f,4

Abbildung 2.27: Vier Fehler bei der Analog-Digital-Umsetzung nach [40]
a) Linearitatsfehler, b) Begrenzungsfehler, ¢) Quantisierungsfehler und
d) Offsetfehler

In dem zweiten erforderlichen Schritt (Codierung) muss daischenergebnigy, in den
gewiinschten Bindrcode umgewandelt werden. Ublich sinérEimd Zweier-Komplement-
Codes, aber auch Gleitkomma-Codes. Die Abbildung Y@nauf die Ausgangsgrofiig,
erfolgt mit digitalen kombinatorischen Schaltungen.

2.4.6 Rechner

Ein signalverarbeitendes System (vgl. Abbildung 2.16)ddikin digitalisiertes Eingangssi-
gnal f,, auf ein digitales Ausgangssigngl ab. Realisiert wird das Signalverarbeitungssys-
tem mit Mikroprozessoren, Signalprozessoren oder mitalgh Logikschaltungen. Die Al-
gorithmen der Signalverarbeitung werden auf diesen Blatin unterschiedlich realisiert.
Die Unterschiede sollen im Folgenden an einem einfachespB®#idemonstriert werden.
Wir haben dazu den in der Signalverarbeitung haufig gebtandhnktionalen Zusammen-
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hang der Linearkombination ausgewahilt:
I—-1
gn = Zai “fnti (2.57)
1=0
Dabei sind dien; Koeffizienten, mit denen die Abtastwerfg; vor einer Summation zu
multiplizieren sind.

Mikroprozessor  Der Mikroprozessor ist nicht auf Aufgaben der digitalenridilyerar-
beitung spezialisiert und besitzt gewéhnlich eine Von-4Kaaon-Architektur, die dadurch
gekennzeichnet ist, dass Befehle und Operanden (in unseaitkoeffizienten und Abtast-
werte) in einem gemeinsamen Speicher abgelegt werden|@iolgi 2.28). Der Zugriff auf
die Befehle und Operanden einer Funktion erfolgt demnaithichesequentiell. Die Ope-
randen werden einer Arithmetik-Logik-Einheit zugefuklig befehlsabhéngige Rechenope-
rationen ausfuhrt. Zusatzlich wird oft ein Adressrechemwietegriert, das die Berechnung
der Speicheradresse beim Zugriff auf Signalvektoren ffiekt.

Fur die Operatiory,, = > a; - fn,+: Muss vor jeder Multiplikation je ein Speicherzugriff
auf einen mit; und einen mitn + ¢ indizierten Speicher erfolgen. Das Produkt wird in
einem prozessorinternen Register zwischengespeichéranschlieend zum Inhalt eines
Akkumulatorregisters addiert, das nacBchritten das Summationsergebgisenthalt. Der

in einem Indexregister stehende Wert viamuss inkrementiert und auf die Abbruchbedin-
gungi = [ uberprift werden. Solange diese nicht erfillt ist, werdeng&nannten Pro-
grammschritte wiederholt. Die Abarbeitung des Algorittararfordert also eine Vielzahl
von Befehls- und Operandenlesezyklen sowie die mehrfactsgiiirung von Additions-,
Multiplikations-, Inkrementierungs- und Vergleichsogéonen in einer Programmschleife.
Der Zeitbedarf ist entsprechend hoch, er steigt zudemriméiader Anzahl der Summan-
den! an. Die Hardwareressourcen (Speicher- und Programmilatgenzen dagegen die
Anzahl der Summanden kaum, denn die Verwaltung der Speistheenig aufwandig.

_Befehle Koeffizienten Eingangssignal Ausgangssignal

, a, a, e f" fn+1 fn+2 e [

gemeinsamer
Speicher

A

l
l

Arithmetik-Logik-Einheit

Abbildung 2.28: Realisierung der Gleichung 2.57 mit einem Mikroprozessor

Moderne Halbleitertechnologien, hohe Taktfrequenzerch€gpeichertechniken und Pi-
pelinestrukturen ermdglichen trotz der konzeptionellectiNeile einen breiten Einsatz des
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Mikroprozessors in der Signalverarbeitung.

Digitaler Signalprozessor Der digitale Signalprozessor (DSP) ist auf Aufgaben der
digitalen Signalverarbeitung spezialisiert und besigwghnlich eine Harvardarchitektur,
die dadurch gekennzeichnet ist, dass Befehle und Operamdetrennten Speichern abge-
legt werden [29]. Der Zugriff auf Befehle und Operanden efpanktion erfolgt demnach
zeitlich vollsténdig parallel. Wahrend eines Operanderiffagkann bereits der nachste Be-
fehl aus dem Speicher gelesen werden. Die Operanden werdgspeziellen Multiplizier-
Addier-Einheit zugefuhrt, die auf eine schnelle Abarbegialer hdufig verwendeten Multi-
plizier- und Addierfunktionen spezialisiert ist. Zus#thlsind meist mehrere Adressrechen-
werke integriert, die die Berechnung der Speicheradressiem Zugriff auf Signalvektoren
effektivieren. Neben der haufig genutzten Adress-Inkramaamgsfunktion werden auch
spezielle Adressierungsarten wie Adressierung eines@ifeys oder Adressierung mit
Bitumkehr unterstutzt.

Fur die effiziente Realisierung des Beispigls= >_ a; - f+: steht eine Pipeline-Multipli-
zier-Addier-Struktur zur Verfiigung [29]. Mit nur einem Bxéfl kann die Adressierung der
beiden Operandenspeicher, die Erhéhung des Adressindidsultiplikation und die Ad-
dition der Zwischenergebnisse auf einem Akkumulator diiggewerden. Diese Aktionen
werden in einer drei- oder vierstufigen Pipeline ausgefiduridass wahrend der Addition
deri-ten Summe jeweils das Produkt der ndchsten Operandent) gebildet wird und
gleichzeitig bereits die Ubernachsten Operanden %) aus dem Speicher geholt werden.
Eine vierte Pipelinestufe kdnnte zum Ruckschreiben deslR¢sg,, in den Speicher ge-
nutzt werden. Der Befehl kanfikmal wiederholt werden, ohne dass er vom Befehlsspeicher
neu eingelesen werden muss (Abbildung 2.29).

Durch die beschriebene parallele Arbeitsweise bendtigiSignalprozessor zur Abarbei-
tung der Funktion wesentlich weniger Takte als ein Mikr@assor, was gegeniber Mikro-
prozessoren zu einer hdheren Verarbeitungsgeschwirtligliegeringerem Leistungsbe-
darf fuhrt. Der Zeitaufwand ist zwar gering, steigt jedo@ngu wie bei Mikroprozessor-
I6sungen mit der GroRRe linear an. Hohe Effizienz erreicht ein Signalprozessordaihgs
nur dann, wenn die speziellen Befehle auch tatséchlictesatgt werden, was optimierende
Compiler und besondere Sorgfalt bei der Programmentwickerfordert. Die Programme
fur Signalprozessoren sind demnach oft hardwarespezifisch

Digitale Logikschaltung Als Beispiel zur Realisierung von Signalverarbeitungsauf
gaben mit digitalen Logikschaltungen soll die Implememtigy von Algorithmen auf den
programmierbaren Logikschaltungen FPGA (erfgkld Programmable Gate Arraysor-
gestellt werden. FPGA stehen als Schaltkreise zur Verfiigdie aus einer Matrix von
digitalen Funktionszellen mit vielfaltigen Verbindung8gtichkeiten bestehen. Sowohl die
digitale Funktion der Zellen als auch die Verbindungswegienen durch die Konfiguration
des Schaltkreises festgelegt werden. Auf der Matrixstiukissen sich beliebige digitale
Funktionen abbilden, d. h., die Struktur des Schaltkreigied von der gewlinschten An-
wendung bestimmt. Insbesondere kénnen parallele Sterkgut abgebildet werden.
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Befehle Koeffizienten Eingangssignal
a, a, a, " fn fn+1 fn+2
1. Pipeline-stufe T [ ___
i v A A
Akkumulator Multiplizierer
2. Pipeline-Stufe T ..
\ 4 v
Addierer
3. Pipeline-Stufe______ .
l v _Ausgangssignal
gn 'Kl

Abbildung 2.29: Realisierung der Gleichung 2.57 mit einem Signalprozessor

Fir die Realisierung der Beispieloperatiogn = > a; - fn+: auf einem FPGA gibt es

mehrere Mdglichkeiten. Hinsichtlich einer maximalen Veeitungsgeschwindigkeit sind

parallele Realisierungsmdglichkeiten besonders intargs Bei Betrachtung der einzelnen
Summanden

Gn =00 foto+ a1 frny1+az- foy2+ - +ar—1- forr—1 (2.58)

erkennen wir, dasg Multiplizierer verwendet werden, die gleichzeitig aufealDperan-
den zugreifen. Die anschlielBende Addition der Produkten kait einem Vektoraddierer
erfolgen. Da alle Ressourcen (Speicher, Multipliziered #ddierer) parallel verfugbar
sind, ist keine zeitlich sequentielle Abarbeitung der &eing 2.58 notwendig. Es wird
ein Zeitschritt (Takt) dazu bendtigt, neue Eingangsopdgareur Verfligung zu stellen. Im
Gegensatz zu Losungen mit Mikro- oder Signalprozessoredemedie Operanden nicht
in adressierbaren Speichern abgelegt, sondern in Schgibtarn, die parallel lesbar sind.
Das bedeutet, dass Speicherstellen nicht tber eine Adaeisgeewahlt und der Verarbei-
tungseinheit zugefihrt werden missen. Stattdessen wdigl€@peranden in jedem Takt an
der Verarbeitungseinheit vorbeigefuhrt (Abbildung 2.3Dgr Algorithmus ist vollstandig
in der Struktur abgebildet, es sind keine Baugruppen ztlictesn Steuerung erforderlich
(Befehl holen, Operandenadressierung).

Zur Umsetzung von mathematischen Funktionen in FPGA-8trak sind grundsatzliche
Strukturiberlegungen erforderlich, die den Grad der Rditat und damit die Rechenge-
schwindigkeit und die vorhandenen Ressourcen gegeneinabavagen. Bei einem hohen
Parallelitatsgrad sind auch hohe Rechengeschwindigkb#egeringer Anzahl von Takten
erreichbar. Der Zeitaufwand ist gering und unabhangig vemmmandenanzali] der
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Eingangssignal

f, - fi A fi
Koeffizient v Koeffizient v Koeffizient v
a, | Multiplizierer a, [—» Multiplizierer a, » Multiplizierer
v v
Addierer
Addierer

v Ausgangssignal

9,

Abbildung 2.30: Realisierung der Gleichung 2.58 mit einer digitalen Logikschaltung (I = 3)

Ressourcenverbrauch steigt jedoch mit dieser Grof3e lmeaba die Zeitsteuerung sehr
einfach ist, wird elektrische Leistung nur fiir die reinencRenoperationen aufgewendet.
Entsprechend gering ist der auf die Verarbeitungsgesahghnit bezogene Leistungsbe-
darf.

2.4.7 Digital-Analog-Umsetzer

Die vom Rechner verarbeiteten werte- und zeitdiskretera#tiotertey,, hatten in unserem
Modell der Signalverarbeitungskette ihren Ursprung iregirkontinuierlichen Signaf (¢).
Wenn die bisherige Verarbeitung ohne Informationsvegutigt ist, muss eine Riickwand-
lung in das Originalsignal mdglich sein. Der erste Schiigsdr Riickwandlung besteht in
der Erzeugung eines wertediskreten, aber zeitkontinclenh Signals. Die erforderliche
Baugruppe ist ein Digital-Analog-Umsetzer (kurz: DA-Urteer oder DAU).

Den Aufbau eines DA-Umsetzers kdnnen wir uns zweistufigtetien. In der ersten Bau-
gruppe bekommt jeder Abtastwert seine im Quantisierer (s. Abbildung 2.24 auf S. 46)
verloren gegangene elektrische Gré3e Strom oder Spannuiigkz Diese Baugruppe wol-
len wir Dequantisierer nennen. Er multipliziert jeden Wgrtmit der in Gleichung 2.54
eingefiihrten Schrittweité\:

2 fm Jm
gdqu:A'gnzzB_i_l'gn:ZiB'gn (2.59)

Der Dequantisierer kann durch eine Kennlinie beschrieberdan. Wie bereits in Glei-
chung 2.53 kann auch diese Kennlinie durch eine Ursprumgdgemit dem Anstieg\ =
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1/a genéhert werden.

Die zweite Baugruppe ist ein Halteglied 0. Ordnung. Die efthaltung soll das Signal ge-
nau Uber eine Abtastperiod@ konstant halten, um die Summation zu einem (vorerst noch)
treppenférmigen Signal zu ermdglichen. Fur das treppemifi Ausgangssignah (¢) gilt:

9o (t) = Z gdqu'ho (t_nTA)
= A D gn-ho(t—nTn) (2.60)

Dabei isth die Impulsantwort des Haltegliedes 0. Ordnung. Die zweiri@ehDequanti-
sieren und Halten werden in der Baugruppe Digital-Analagsédtzer ausgefuhrt.

Bei den Realisierungsprinzipien von DA-Umsetzern werdeieie und parallele Verfahren
unterschieden, auf3erdem noch die direkte und indirekteisioeise. Beim indirekten Ver-
fahren erfolgt die Umsetzung Uber eine ZwischengrdlRe, BbBr die Zeitdauer eines Im-
pulses. Eine der dualen Verschlisselung proportional@&wird erzeugt, indem z. B. dual
gewichtete Spannungsquellen zu- oder abgeschaltet wétlgn= 2° V, 2 Uyes = 2 V,

4 Uyt = 2% V). Ein DA-Umsetzer mit R2R-Netzwerk (Abbildung 2.31) handéorteil ei-
ner hohen Genauigkeit bei einer sehr geringen Temperdténgfigkeit, die lediglich vom
Verhéltnis der beiden verwendeten Widerstandswm@d2 R abhéngt, nicht aber von den
Widerstandswerten selbst.

Py ®- o Py OU

IK 4 s
Impedanz-
wandler
D, D

Abbildung 2.31: Digital-Analog-Umsetzer mit R2R-Netzwerk

Reale DA-Umsetzer werden herstellungsbedingt Fehlergigém. Das bedeutet, dass Ge-
nauigkeit, Linearitét und Einschwingzeit sich mehr odeniger von einem gewiinschten
idealen Verhalten unterscheiden. Der Unterschied ist ugesioger, je praziser die analo-
gen Elemente wie Schalter, Referenzquellen und Verstgedertigt werden kénnen.

Ein DA-Umsetzer lasst sich durch die in Abbildung 2.32 argdesnen GréR3en beschreiben:
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Aufldsung Sie entspricht der Anzahl der Bits bzw. Quantisierungsstutiblich ist auch
die Angabe als Prozent vom \ollausschlag, Beispiel: 1@8itUmsetzer— 210 =
1024 Quantisierungsstufer: 0,1 %.

Nichtlinearitat Die Nichtlinearitat ist ein Fehler des DA-Umsetzers. Erdvirestimmt
durch den Unterschied zwischen der realen und der idealenlidee.

Offsetfehler Der Fehler ist die AusgangsgréRe beim Eingangscode Null.

gdqu 4
S Ittt =~  reale
Nicht- &£ Kennlinie
linearitat v ~
ideale
7 Kennlinie

Offsetfehler [

Abbildung 2.32: Charakteristische GréRen eines Digital-Analog-Umsetzers nach [46]

2.4.8 Zweiter Abtaster

Das am Ausgang der Digital-Analog-Umsetzung vorhandege&bist treppenformig und
entspricht damit (noch) nicht dem Originalsignal. Ein sa@@ntes Rekonstruktionsfilter
kann aus dem wertediskreten Signal ein wertekontinuletcSignal erzeugen. Als Ein-
gangsgréRRe bendtigt ein solches Filter eine Folge von Isgmlderen Impulshdhe der je-
weiligen Stufenhdhe entspricht. Zur Erzeugung dieser Isgist in unserem Modell der
Signalverarbeitungskette ein zweiter Abtaster erfoiderMWie beim ersten Abtaster auch,
handelt es sich um eine ideale Verstarkerschaltung miteigital- und einem Analogein-
gang. An den Digitaleingang wird das Taktsighal¢) angelegt, an den Analogeingang das
treppenformige Ausgangssignal(t) des DA-Umsetzers. Beide Signale werden multipli-
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ziert:

gs(t) = go(t) or(t)

o0

= go(t)- Y 6(t—nTn)

n=—oo
oo

= Z go(nTA)(S(tfnTA)

n—=—oo

A-gn

= A i gn - 0(t—nTp) (2.61)

n—=——oo

Das Ergebnigys(t) ist die gewiinschte Impulsfolge als EingangsgréRe des olaehfden
Rekonstruktionsfilters. In Abbildung 2.33 ist der zweitetadier mit seinen benachbarten
Baugruppen dargestellt.

Digital-Analog-Umsetzer

| . .| Halteglied i
g, —i—»i Dequantisierer gdqu' 0. Ordnung : 9
e !
Rekonstruktions- ¢
filter > 90)

3:(t)

Abbildung 2.33: Digital-Analog-Umsetzer, zweiter Abtaster und Rekonstruktionsfilter

2.4.9 Rekonstruktionsfilter

Das Rekonstruktionsfilter ist ein idealer Tiefpass, fursg@sUbertragungsfunktiofl (w)
gelten soll:
™
Tan for |o| < —
Hw={" <7, (2.62)
0 sonst
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Es hat die Aufgabe, die vom zweiten Abtaster geliefertenulsgys(t) zu einem analogen
Ausgangssignal zusammenzusetzen. Die FunktionsweiserdBaugruppe wird deutlich,
wenn wir die Impulsantwork(t) eines idealen Tiefpasses betrachten:

1T |
h(t) = o H(w) /" dw
™
T ‘n’/TA T TF/TA
= ﬁ / It dw = ﬁ / [cos (wt) + j - sin (wt)] dw
—7/Ta —7/Ta
sin (7 t/Tp) (Tt
- V= — 2.63
™ t/TA ot (TA) ( )

Wirken nun mehrere Impulse zu verschiedenen Zeitpunktekiagang des Tiefpasses, so
werden wegen der Linearitéat des Systems am Ausgang degrndedters mehrere Spalt-
funktionen additiv Uberlagert (Abbildung 2.34).

ot 90)
7 Hey
T,
T g X
0.0 ; L e
o0 I
U L A A I

—

Abbildung 2.34: Eingangssignale, Ubertragungsfunktion H (w) und Ausgangssignale eines
idealen Tiefpasses

Die theoretische Grundlage fiir die Rekonstruktion des Anggsignals ist im Jahre 1915
von Edmund T. Whittaker gelegt worden [56]. Wird das Signal Ansgang des Rekon-
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struktionsfilters miy(¢) bezeichnet, so gilt:

g (1) / h(r) - ga(t — 7)dr

= /h(T)~ANZ_1gn-6(t—nTA—T)dT

— 0o

N-1
= A Z gn - h(t —nTa) firbeliebiges h(t) (2.64)
n=0

Wird fiir A(¢) nun die Impulsantwort eines idealen Tiefpasses eingesetZblgt schliel3-
lich:

No1 o osin | (t—nTa)
g(t) = A go—r :
n=0

N—1 o ;
= A Z gn - Si N (t—nTa) (2.65)

n=0 - -

Diese Gleichung ist Whittakers Rekonstruktionsgleichuiige zentrale Rolle in ihrer ma-
thematischen Formulierung spielt die Rekonstruktionistion si(x), die auch Spaltfunkti-

on oder Whittaker-Kardinalfunktion heif3t (vgl. Abschnitl2). Die Rekonstruktion eines
Signals aus derartigen Spaltfunktionen zeigt Abbildurg$2.

Mit der Substitution
T Tt i’ Tt

in|—({¢—-—nTa)| =sin — — — si = (—1)"sin — 2.66
sin [ A (t—m A)} sin i COSN T — COS A sinn = (—1)" sin A (2.66)

ergibt sich zwischen den Abtastzeitpunkten die Vereinfiagh

. N—-1 n
sinm t/Tp (-1)

t)y=A  ————— P 2.67
9(®) w/Ta ngo g t—nTp ( )

An den Abtastzeitpunkten selbst igtt) gleich den Abtastwerte, .

In Abbildung 2.34 sehen wir die Ubertragungsfunktifiiw) des idealen Rekonstruktions-
tiefpasses. Durch die hohe Filtersteilheit kann das rekoieste Ausgangssignai(t) nur
Kreisfrequenzen enthalten, die absolut kleiner sindzlsDieser Quotient ist die halbe
Abtastkreisfrequenza bzw. die Nyquistkreisfrequenzy in Gleichung 2.30. In Abbil-
dung 2.35 sehen wir aber, dass der ideale Tiefpass ein nicdkes System darstellt, so
dass in der Praxis die Signalrekonstruktion ohne zweitetagtbr und mit realisierbaren
Tiefpassen vorgenommen wird.
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a) 9.4

b)

21

Abbildung 2.35: Rekonstruktion eines Signals durch Uberlagerung von Spaltfunktionen
a) Eingangssignal gs(¢) des Rekonstruktionsfilters
b) die Summanden nach Gleichung 2.65 und
¢) Summe ¢(t) als Ausgangssignal
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2.4.10 Aktoren

Technikworterbiicher erklaren den Aktor als ,selbststgesliArbeitselement”. Daneben
wird gelegentlich auch der deutsche Begriff Aktuator alstiighe Ubersetzung des eng-
lischenactuatorverwendet (Antreiber, Stellglied, Geber, Anzeige). Oblweéder ,Aktor”
noch ,Aktuator” im Duden zu finden sind, wird — in Anlehnung den Sensor — in der
Literatur von vielen Autoren das letzte Element einer Sliggrarbeitungskette als Aktor
bezeichnet. Er bildet das verarbeitete elektrische Sigmal elektrischen Trager auf einen
beliebigen nichtelektrischen Signaltrager ab. Er ist aso Signalwandler. Oft ist diese
Wandlung auch mit einer Leistungsverstarkung des Sigreatamden.

Die gleiche Vielzahl physikalischer Signaltrager, die duSensoren in ein elektrisches
Signal gewandelt werden kann, ist nach Abschluss der Sigraabeitung durch Aktoren
wieder herstellbar. In Aktoren kommen viele physikalisétfekte zur Anwendung. Durch
zusatzliche technische Anpassungen an die verschiedeufgal#enstellungen, technolo-
gischen Anforderungen und Qualitatsabstufungen gibtels Marianten. Ausgangsgrof3en
von Aktoren sind beispielsweise Winkel, Anzahl, Dehnungydh, Licht. Die Abgrenzung
des Aktors innerhalb der Signalverarbeitungsbaugruppeghnlich wie bei den Senso-
ren nicht immer eindeutig mdglich, da es auf der physikakscSeite des Wandlers tech-
nische Zusatzkonstruktionen zur Signalwandlung gibt,idier den eigentlichen elektro-
physikalischen Wandlungseffekt des Aktors hinaus geherrf®lgt beim Aktor Lautspre-
cher z. B. die Wandlung einer elektrischen GroR3e erst in giagnetische, dann in eine
mechanische und schlieflich in eine akustische GroRRe.

Aktoren kénnen nach dhnlichen Kriterien wie Sensoren tgitewerden:

nach der genutzten Technologie fur die Herstellung desrakto
nach der gewiinschten Anwendung
nach der physikalischen Ausgangsgrtéf3e des Aktors

Nach der zu ihrer Herstellung genutzten Technologie kdrmé&h mikromechanische, hy-
bride oder keramische Aktoren unterschieden werden. SiehAnwendung im Vorder-
grund, sind die Aktoren beispielsweise Anzeigen, Druclsgeicher, Lautsprecher oder
Ventile. Die folgende kurze Ubersicht enthélt einige Aktordie nach ihrer physikalischen
Ausgangsgrolie unterschieden werden.

Elektro-magnetische Aktoren Magnetkdpfe fur Magnetbander oder Disketten, Schritt-
motoren, Positionierantriebe, Mikromotoren, Relais, Metgentile, Pumpen, Lautspre-
cher, Druckkdpfe (Nadel- und Tintenstrahldrucker), DmhsMessinstrumente, Sende-
Antennen

Elektro-statische und (invers-)piezoelektrische Aktora Mikroresonatoren, Piezosignal-
geber, elektro-statische Lautsprecher, Ultraschalieanpiezoelektrische Filter, akus-
tische Oberflachenwellenfilter, Piezotranslatoren

Elektro-thermische Aktoren Peltierkiihler, Druckkdpfe (Thermostreifen- und Therrans-
ferdrucker), Sicherungen, Elektroheizungen
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Elektro-optische Aktoren Lumineszensdioden, Optokoppler, Laserdioden, optispleé S
cher, Bildrohren, Plasmadisplays, LCD-Displays

Wie bei den Sensoren gibt es auch fiir Aktoren eine Reihe vanifian, mit denen ihre
Eigenschaften beschrieben werden kénnen. Dazu gehdren:

Ubertragungsfunktion, = f(z.), evtl. Toleranz- und Linearitatsangaben
Aktorkennlinie als grafische Darstellung der Ubertragdungistion, Parameter dieser
Darstellung ist Ublicherweise die Frequenz der elektasdiingangsgrofle
Aktorsteilheit als (differenzieller) Anstieg der Aktonkelinie

Kalibrierung des Aktors, Genauigkeitsklassen

Aussteuerbereich der physikalischen AusgangsgréRenralaiund maximale Werte
Auflésung, minimale reproduzierbare Unterscheidungsiolikgit von erzeugten Aus-
gangswerten

Parameterstabilitét, Lebensdauer, Betriebsstunderizaterlassigkeit

technische Randbedingungen, Abmessungen, Hilfsenefgegame, Wirkungsgrad
Klima- und Vibrationsfestigkeit, Explosionsschutz, g¢tekmagnetische Vertraglichkeit
(EMV), Toxizitat

magnetischer magnetische
Kern Spule Feder Membran

N\ \ \J

elektrisches | \_
Signal

Schall-
wellen

S I o

Abbildung 2.36: Lautsprecher eines Telefonhorers als Beispiel fur einen Aktor

Als Beispiel zeigt Abbildung 2.36 den Lautsprecher eindsféahorers als Aktor fur akus-
tische Signale. Eine Spule, ein magnetischer Kern und eiemidan sind als magneti-
scher Kreis angeordnet. Ein elektrischer Strom durch dideSgrzeugt einen magnetischen
Fluss, der wiederum eine Kraft erzeugt, durch die die Memizoen Magnetkern angezogen
wird. Stromanderungen erzeugen so eine Kraftinderung @mdlbdvenbewegung. Durch die
Kopplung der Membranbewegung an das Luftvolumen im Hoteigee werden Schall-
schwingungen proportional zum elektrischen Strom erzelDigser elektro-magnetische
Aktor hat einen sehr hohen Wirkungsgrad und wurde deshalbridnfangszeit der Telefo-
nie haufig verwendet. Die Aktorkennlinie ist bei gro3eremibeanauslenkung nichtlinear,
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dadurch wird die Ubertragungsqualitat verschlechterchiist die Aktorkennlinie von der
Frequenz der elektrischen Eingangsgrof3e abhéangig.

2.5 Ubungsaufgaben

Ubung 1 (L6sung auf Seite 263)

Ein Signals(t) = sg cos(27 fot) mit sop = 1 und f; = 1 Hz soll abgetastet werden. Zeich-
nen Sie in ein Diagramm:

a) das abzutastende Signét)

b) das Abtastsignal(¢) mit einer Abtastfrequenz vofis = 4 Hz und mit den Abtastzeit-
punktent, = nTp flirn=—6...4+7

c) das abgetastete Signa(t)

Zeichnen Sie in ein weiteres Diagramm:

a) das Spektrum des abzutastenden Sigt{a)s
b) das Spektrum des Abtastsigné(s)
c) das Spektrum des abgetasteten Sigsi@is

Ist das Signal rekonstruierbar? Wiederholen Sie die Auddéb eine Abtastfrequenz von
fA = 2 Hz.

Ubung 2 (L6sung auf Seite 263)

Ein Sensor wandelt die nichtelektrische Gréf3aus dem Messbereich= 0...4 in ein
elektrisches Signal. Die statische Kennlinie des Sensors (Sensorkennlirtiejrie Parabel
y(z) =22 + 2 +2.

a) Bestimmen Sie fur die Messbereichsmitte die so genarerisdésteilheit oder Sensor-
empfindlichkeit (Anstieg der Parabel).

b) Durch das physikalische Wirkprinzip des Sensors ist bekalass zur Messgrége= 0
stets ein Sensorsignal= 2 gehort. Mit dieser Randbedingung ist eine lineare Naherung
fur die Parabel zu finden. Die N&herungsgerade) = ¢z + ¢o mit ¢ = 2 ist so zu
konstruieren, dass der Fehler minimal wird (s. Abschn@}.3.

c) Die Inverse dieser Naherung kann beispielsweise danedjean beliebiger Stelle der
Signalverarbeitungskette die Grof8an die gendherte Messgrogy’) umzurechnen.
Geben Sie fir die Inverse eine Rechenvorschfife f(y’) an.
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Ubung 3 (L6sung auf Seite 263)

Leiten Sie tber die Spannungsteilerregel die komplexe tichgingsfunktion in Abhan-
gigkeit von der FrequenZ eines passiven RC-Tiefpasses her. Der Tiefpass bestehe aus
einem Widerstan® = 4,7 k2 und einem Kondensatdr = 33 nF. Skizzieren Sie jeweils

fur den Frequenzbereich= 0. .. 3 kHz folgende Graphen:

a) Betrag und Winkel voi{ ( f)
b) Real- und Imaginérteil vo# ( f)

Wie groR ist die Frequenz, bei der der Betrag der Ubertragfungtion den Wer'[\/L5 an-
nimmt?
Ubung 4 (L6sung auf Seite 264)

Entwerfen Sie einen Analogtiefpass, der folgende Fordgarerfillt:

fg = 2 kHz (Grenzfrequenz)

fs=2- fy (Sperrfrequenz)

|H(fg)] = 0,707 (Betrag der Ubertragungsfunktion b))
|H(fs)| = 0,316 (Betrag der Ubertragungsfunktion bg)

[H (o)

Durchlass- Sperrbereich
bereich

Abbildung 2.37: Toleranzschema fir einen Tiefpassentwurf

Zeichnen Sie mit Gleichung 2.1 das Toleranzschema (Abbgd.i37). Berechnen Sie das
Betragsquadrat der Ubertragungsfunktion bei den beidequenzeryy und fs. Wie gro
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sind dann die Kennwerteund A? Welche Filterordnungy ist fur ein entsprechendes But-
terworthfilter erforderlich? Skizzieren Sie abschlieRelas Betragsquadrat der Ubertra-
gungsfunktion|H(f)|2 Ihres entworfenen Analogfilters im Diagramm mit dem Toleran

schema.

Ubung 5 (Lésung auf Seite 264)

Entwerfen Sie ein Anti-aliasing-Filter mit Butterworthh@rakteristik fir eine Abtastfre-
quenz von8 kHz und fir einen 8-bit-Analog-Digital-Umsetzer. Geben Sie dbn Ihnen
gewahlte Grenzfrequenz und die daraus resultierendedtiltleung/V an.

Ubung 6 (L6sung auf Seite 265)

Bereiten Sie auf einem Blatt Papier DIN A4 (quer) zwei Diagnae vor:

Ordinate:5 cm, Beschriftung: Amplitude [V], Teilungl V =4 cm
Abszisse20 cm, Beschriftung: Frequenz [Hz], Teilungd0 Hz = 1 cm

Zeichnen Sie in beide Diagramme bei jeweil¥) Hz eine Spektrallinie fur die Abtastfre-
quenzfa ein. Zeichnen Sie in beide Diagramme auch eine gestricHdfinie flr die Ny-
quistfrequenzfy ein. Verfahren Sie ebenso bei allen ganzzahligen Vielfadss Nyquist-
frequenz. Fir das erste Diagramm nehmen Sie an, dass dasu@pékmplitudel V) des
abzutastenden Eingangssignals durch einen Tiefpass m@rdazfrequenzy = 200 Hz
frequenzbandbegrenzt wird. Die Steilheit des Filters tsdadyir, dass die Signalamplitude
bei 300 Hz auf ein Zehntel abgesenkt wird. Fiir das zweite Diagramm eeh@ie an, dass
das Spektrum des abzutastenden Eingangssignals ebehfedls einen Tiefpass mit der
Grenzfrequenzy = 200 Hz frequenzbandbegrenzt wird. Jedoch sei die Filtersteitiesi
ringer, so dass die Signalamplitude bei der Frequ®0zHz erst halbiert wird. Nun falten
Sie lhr Blatt wie den Balg einer Ziehharmonika oder wie eiféieseerock, immer an den
Hilfslinien fur die Vielfachen der Nyquistfrequenz. Leg8ie das Konvolut mit dem Fre-
quenzbereicl . . . fy nach oben und durchstechen Sie jeweils das Spektrum degheig|
Eingangssignals im 50-Hz-Raster. Dadurch tbertrageni€ses Spektrum in die darunter
liegenden Frequenzbereiche. Falten Sie nun Ihr Konvols¢iaander und verbinden Sie
die Durchstechpunkte mit Linien. Erlautern Sie Untersdbign beiden Diagrammen. Wie
heif3t die oft in diesem Zusammenhang verwendete GriBgr?

Ubung 7 (Lésung auf Seite 265)

Untersuchen Sie den Analog-Digital-Umsetzer aus Abbitd2r26 mit folgenden konkre-
ten WertenUyet = 7V, Ry = Rg = 1 k), Ry ... Ry = 2 kQ. Erinnern Sie sich dazu an
die Spannungsteilerregel und an den nichtriickgekopp€@lparationsverstarker. Ermitteln
bzw. zeichnen Sie: Typ des AD-Umsetzers, Umschaltpunktdjettabelle, Diagramm der
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Kennlinie Dy = f(Ug), Funktion der KennlinieD, = f(Ug) und Diagramm des Quanti-
sierungsfehler®a — Ug = f(Ug).

Ubung 8 (Lésung auf Seite 265)

Untersuchen Sie den Digital-Analog-Umsetzer in Abbildingl mitR = 1 kQ2 und ei-
nem konstanten Stroniy = 6 mA fir alle drei Stromquellen. Erinnern Sie sich dazu
an die Stromteilerregel und an den gegengekoppelten Qpuesaerstarker mit der Span-
nungsverstarkung Eins. Legen Sie an den Eingang des DA{dersalie Eingangszahlen
Dg = 0,1,2 und4 an. Dazu missen Sie die Schalter unterhalb der Transistorsinbil-
dung 2.31 6ffnen (Bit ist 0) oder schlieRen (Bit ist 1). Skixen Sie die jeweiligen Strome
im Schaltplan des DA-Umsetzers. Mit dem Superpositiomzjpi konnen Sie dann leicht
die Reaktionen auf die tibrigen Eingangszahlen finden. Egimibzw. zeichnen Sie: DA-
Umsetzer-Typ, Wertetabelle, Diagramm der Kennli#le = f(Dg), Funktion der Kennli-
nie Upn = f(DE)

Ubung 9 (L6sung auf Seite 266)
Zu den Zeitpunkten,, = {0,1,2, 3,4, 5} sollen im Millisekundenabstand die Abtastwerte

fn=10,2,4,1,2,0} ausgegeben werden. Rekonstruieren Sie den urspriinghtberen-
tanwert des Signal$(¢) zum Zeitpunkt = 1,8 ms.



Kapitel

Die Werkzeuge des Zeit-
oder Ortsbereichs

Die in unserer Umgebung auftretenden Signale liegen alaldgingige oder ortsabhangi-
ge Signale vor. Die Gewinnung von Informationen aus diedggna®en ist nun durch die
Berechnung solcher Kenngré3en maglich, die uns tber dienSithaften des Signals Aus-
kunft geben. Derartige Kenngré3en kdnnen unmittelbar aos zkit- oder ortsabhangigen
Signal gewonnen werden. Die Auswahl der KenngroRen gesithigch den Anwender oft
mit Bezug auf den signalerzeugenden Prozess. So wird bisgise ein Kardiologe genau
die Korrespondenzen zwischen einzelnen Phasen der Heitzgkin einem Pumpzyklus
und den entsprechenden Abschnitten des Elektrokardiogsstennen. Er weil3 auch, wel-
cher Art die Veranderungen sind, wenn pathologische Vaygauftreten. Seine Entschei-
dung fur die Ermittlung und Nutzung ganz bestimmter Kenfigro und Kennfunktionen
wird von diesem Wissen bestimmt (Abbildung 3.1).
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P ENEPC Mt
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Abbildung 3.1: Kenngrdf3en in einem EKG nach [57]

Zur Berechnung von Kenngréen und Kennfunktionen stebtR&ihe von Werkzeugen zur
Verfiigung, von denen wir die wichtigsten in diesem Kapitaistellen wollen. Dazu wird
im folgenden Abschnitt zunachst eine Erlauterung der BlegZiufallsprozess, Zufallsgré-
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Re und Zufallsvariable vorgenommen. Es folgt ein Uberhlickr die zur Charakterisierung
von uni- und multivariaten Zufallsvariablen tblichen Kgn@3en und Kennfunktionen. An-
schlieBend werden mit der Korrelation und Faltung zwei \Wedge eingefihrt, die beide
aus zwei Eingangssignalen ein Ausgangssignal berechbenseahr unterschiedliche Ziele
der Signalverarbeitung verfolgen. Auch die Hauptachs@istormation verarbeitet mehre-
re Eingangssignale, allerdings besteht das Ergebnis anzige vielen Ausgangssignalen,
deren Zusammenhang sich aber verandert hat. Die RangashBchwellwert- und Fal-
tungsoperatoren sind Werkzeuge, die das Signal in gewtersdleise verandern kénnen.
Der letzte Abschnitt dieses Kapitels ist der Signalappration gewidmet. Hier wird auch
gezeigt, warum orthogonale Funktionssysteme in der Sigrabeitung eine besondere
Rolle spielen.

Fur das Verstandnis der nun folgenden Abschnitte werdendkenntnisse der Wahrschein-
lichkeitsrechnung vorausgesetzt [7].

3.1 Signalstatistik

Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik sind mit dgn8lverarbeitung eng verbunden.
Die Wechselwirkung von theoretischen Grundlagen und Amuagen kann durch Erkennt-

nisse, wie sie die Statistik mit ihren wahrscheinlichkbigeretischen Methoden liefert, sehr
beférdert werden. Ohne statistische Modelle ist Signahmitung undenkbar, denn sie ver-
andert die statistischen Eigenschaften der Signale. Dieggnderung kann beabsichtigt
sein, wie beispielsweise bei der Hauptachsentransfoomatider aber ein unbeabsichtig-
ter Nebeneffekt. In jedem Fall muss sich der Anwender UbeMdranderungen Klarheit

verschaffen. Schiel3lich kann die Signalstatistik sellbshaals ein Werkzeug der Signal-
verarbeitung eingesetzt werden. Ein arithmetischer Mitgt oder eine Varianz enthalten
Informationen Uber einen signalgenerierenden Prozesdndiinem bestimmten Anwen-

dungsfall zur Beschreibung der gesuchten Eigenschafterhdus ausreichen kénnen. Im
folgenden Abschnitt werden deshalb diejenigen Grundifegund Kenngrof3en aus der
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik erlauter, zlir Beschreibung von Zufallssi-
gnalen und ihren moglicherweise vorhandenen Beziehungedtigt werden.

3.1.1 Zufallsprozesse und -grof3en

Die uns interessierenden Signale sind in der Regel sehr lesmsyNatur. Ursache sind die
Zufalligkeiten in unserer Umwelt. Diese kdnnen nun wiederiire Ursache in dem zu-
falligen Prozess haben, den wir analysieren mdchten. Diglifjkeiten kdnnen sich aber
auch als Stérungen den Signalen Uberlagern oder sie bégehadls Folge ist die in den

Signalen enthaltene Information verborgen und verzeregtinun ein solches Signal nicht
als ein einmaliges Ereignis vor, sondern sind wir in der L.aggle zu erfassen, haben wir
gute Chancen, die verborgenen und verzerrten Informatideanoch zu finden.

Die haufigste Form eines Zufallssignals ist die zufélligav#ankung einer physikalischen
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Grol3e, die zeit- oder ortsabhéangig ist. Dabei sind nichZdieoder der Ort die Zufallsgré-
Re, sondern bei digitalen Signalen die zu den diskretepdigiten oder an diskreten Orten
auftretenden Werte der physikalischen GréRe. Als matheahests Modell der physikali-
schen Grofe dient der Zufallsprozess, auch stochastiBcbeess genannt. Die Menge der
Zufallssignale bildet eine Schar oder ein Ensemble, daswdglichen Auspragungen einer
Signalmessung enthalten kann. Die Ensemblemitgliedeéseptieren somit verschiedene
Bestandteile des Zufallssignals. Das einzelne Signakdimsembles, hier auch Signalepi-
sode genannt, heil3t Realisierung des Prozesses.

Im Folgenden sollen Zufallssignale oder allgemein Zugaien mit grol3en Buchstaben
X1, X5 ... bezeichnet werden und mit kleinen Buchstahgnz,,... die zugehdrigen
Zahlenwerte (Realisationen). Eine ZufallsgréBeimfasst die Menge aller méglichen Er-
eignisse. Als Beispiel fir die Realisierung eines Zufaliggsses ist in Abbildung 3.2 der
Sperrstromi(t) einer Fotodiode gezeigt, die von einer flackernden Kerzeuoéitet wird.
Die Messung der kontinuierlichen Zeitfunktion soll beedpiveise an aufeinanderfolgenden
Tagen unter denselben Randbedingungen wiederholt welmlédbildung 3.2 steht jedes
einzelne Diagramm fir eine solche Beobachtung.

i(t)

i (1)

Abbildung 3.2: Verlauf des Sperrstroms i(t) einer Fotodiode vor einer flackernden Kerze
(70 arithmetischer Mittelwert)

Fur die Beschreibung der Zufalligkeit steht als Werkzewg\Wahrscheinlichkeitsrechnung
zur Verfigung. Mit ihrer Hilfe kdnnen die auch zufélligenitgnissen innewohnenden Ge-
setzmaligkeiten beschrieben werden. Die Anwendung demnddeh der Wahrscheinlich-
keitsrechnung auf die Auswertung realer Vorgange ist Getged der mathematischen Sta-
tistik. Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematisdiaéis$ik bilden das Gebiet der Sto-
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chastik.

Fur die Wahrscheinlichkeitsrechnung sind Modellvorstsien wichtig, wie z. B. die ein-

fach wiederholbaren Vorgange Wiirfeln oder farbige Kugela "Hunen ziehen. Anhand

dieser Modelle kénnen die Begriffe zufalliges Ereignis,Hé¢aheinlichkeit eines zufalli-

gen Ereignisses und zugehdrige GroRen wie VerteilungsWatdtrscheinlichkeitsfunktion

anschaulich erlautert werden. In das Gebiet der Statigiiogen Begriffe wie Grundge-

samtheit, Stichprobe, Schéatz- und Prifverfahren.

Fur die Signalverarbeitung sind die statistischen Eigleaften von Signalen deshalb von
besonderer Bedeutung, weil die Werkzeuge fiir ihre Verarbgidie Signaleigenschaften
verandern. Bei Anwendung der Werkzeuge missen Art und ABsfeaerwiinschten oder
manchmal auch unerwiinschten Verédnderungen bekannt agehleabar sein.

Die in einem Ensemble enthaltenen Signale kénnen Realigjen eines oder mehrerer
Zufallsprozesse sein. Im ersten Fall heil3t die Zufallslde univariat oder eindimensional,
im zweiten Fall bi- oder allgemeiner multivariat bzw. zweder mehrdimensional. In den
folgenden beiden Abschnitten wird erldutert, wie univiariand multivariate Zufallsvaria-

blen durch KenngréRen beschrieben werden kénnen. Im Siem8ignalverarbeitung, die

aus einem Signal Informationen gewinnen méchte, gebee #iesngrofRen Auskunft tiber
bestimmte Eigenschaften des Signals.

3.1.2 Univariate Zufallsvariable

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Zufallsgrd3einen Wert annimmt, der unterhalb
einer Schranke: liegt, lasst sich der Verteilungsfunktiafi(z) entnehmenF'(z) ist eine
monoton steigende Funktion, das heifdt, wean< xs ist, dann istF'(x;) < F(zs). Fur
die Verteilungsfunktion der Zufallsgrof3e gilt:

x

Fx)=P(X <z)= /p(u)du (3.1)

—00

Der Wert der Verteilungsfunktion liegt zwischen dem GreamviNull, zugehoérig dem un-
mdoglichen Ereignis, und dem Grenzwert Eins, der dem sichiereignis entspricht.

lim F(x)=0 lim F(z)=1
z——00 T—00

Fur die nun folgenden Betrachtungen ist es erforderlichisawen stetigen und diskreten
Zufallsgréf3en zu unterscheiden. Eine Zufallsgro3e hedfigs wenn sie alle Werte eines
gegebenen endlichen oder unendlichen Intervalls derere@hhlenachse annehmen kann.
Damit ist die Anzahl der Realisationen nicht abzéhlbar wkaan eine von Null verschie-
dene Wahrscheinlichkeit nur einem Intervall zugeordnetder. Eine Zufallsgrof3e heifdt
diskret, wenn sie endlich viele Werte oder abzahlbar unemdiiele Wertex; annehmen
kann.
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Stetige ZufallsgroBe  Ist die Funktionp(z) in Gleichung 3.1 stetig, so heil3t sie Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion oder kurz Dichtefunktider ZufallsgroReX . Sie ist die 1. Ab-
leitung vonF'(x) nach dem Wert: der ZufallsgroRe:

dF (x)
=Y > 2
p(z) o 20 (3.2
Die Flache unter der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktiothismmer Eins sein:
/ p(z)de =1 (3.3)

Der Zusammenhang zwischen der Verteilungsfunkfitie) und der Wahrscheinlichkeits-
dichtep(z) einer stetigen Zufallsgrof3e ist in Abbildung 3.3 dargdistel

F (x) 4 F ()4
l.- ..................................... l.
05 | 05 |
P (X<x,)
0 2 4 6 8x 0 2 4 6 8x
p(x)“ p(x)“

P(X<X<x,)

Abbildung 3.3: Verteilungsfunktion F'(z) und Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p(z) einer
stetigen ZufallsgréfRe X

Diskrete ZufallsgroRe  Fir die Wahrscheinlichkeitsfunktiop(z) einer diskreten Zu-
fallsgroReX gilt:

(3.4)
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Analog zu Gleichung 3.3 gilt wieder:
> pla) =1 (3.5)

Stattp (x;) kann auch kurzp; geschrieben werden.

Abbildung 3.4 zeigt Beispiele fir die Verteilungs- und Wattreinlichkeitsfunktion einer
diskreten ZufallsgroRer'(x) ist immer eine Treppenfunktion mit abzahlbar vielen Sprung
stellen.
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Abbildung 3.4: Verteilungsfunktion F'(z) und Wahrscheinlichkeitsfunktion p(z;) einer
diskreten ZufallsgroRe X, a) Augensumme fir zwei Wirfel, b) fiir acht
Warfel

Momente Die Verteilungsfunktion oder die Wahrscheinlichkeitdtion bestimmen ein
Zufallssignal vollstandig. Informationen Uber die Siggigenschaften konnen die Parameter
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dieser Funktionen liefern. Der wichtigste Parameter isttevartungswert:

E(X)= /xp(x)dx:y (3.6)

—00
Das SymbolX kennzeichnet das Mittel des Zufallssignals.

Als Varianz oder Dispersion wird die Gro# (X ) bezeichnet,

D*(X) = E((X-E(X))
- E ((X - m1)2)
= / (x—m1)’p(x)dz = o? (3.7)

wobei als Abkiirzungn; = E(X) verwendet wird. Die positive Quadratwurzel aus der
Varianz ist die Standardabweichuag Nach einer Umformung ergibt sich die folgende
Vereinfachung:

oo oo o0

D*(X) = /xzp(x)dx - 2m1/:1:p(ac)dx + m12/p(x)dx
= /;L'2p(x) de — 2mq-m; + m2-1 = E(XQ) —my? (3.8)

Erwartungswert und Varianz sind Vertreter einer umfaseed Klasse von Kennwerten,
den so genannten Momenten. Dabei gehort der ErwartunggweKlasse der gewoéhnli-
chen Momente, die Varianz zur Klasse der zentralen Moméitledas gewdhnliche Mo-
mentk. Ordnung gilt im Fall stetiger Zufallssignale:

my=F (Xk) = / 2Fp(z)de mit keN (3.9

Haben die Zufallsvariablen, aus denen sich der Zufallgs®zusammensetzt, diskrete Wer-
te, so tritt an die Stelle der Integration eine Summation:

(oo}

mp=F (Xk) = Za}ik - p; (3.10)
1=0

Das gewdhnliche Moment 1. Ordnung, der Erwartungs\éiX' ) = m,, ist der arithmeti-

sche Mittelwert. Die positive Quadratwurzel aus dem geviohan Moment 2. Ordnung,
dem Erwartungswet (X ?) = ms, heilt auch quadratischer Mittelwert.
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Die zentralen Momente sind jeweils auf das ZentrHifX ) = m; bezogen. Das zentrale
Momentk. Ordnung berechnet sich fiir den stetigen Fall nach der Glaigh

2 = DF(X)=E((X-EX)")
- /(x—ml)kp(x)dx mit keN (3.11)

Fir den diskreten Fall gilt:

zr=F ((X - ml)k) = i (z; — ml)kpi (3.12)

=0
Die Bezeichnungen der zentralen Momente lauten:
zo  Streuung, Varianz oder Dispersion

z3 Schiefe oder Asymmetrie
z4 Wo6lbung oder Exzess

Die zentralen Momente werden auch in normierter Form vedetn
2k

W= (3.13)
2

Das hat den Vorteil, dass sie dann besser mit den Momentesraanderteilungen vergli-
chen werden kdnnen. Fur die Normalverteilung ergibt sichdfé ersten finf normierten
Zentralmomente:

30=1
31=0
32=1 (3.14)
33=0
34=3

Diese Werte sind eine notwendige, aber nicht hinreicheretdirigung fir das Vorliegen
einer Normalverteilung [27]. Abweichungen von den obigeertéhj, fur & > 2 lassen
Schliisse auf die Form der Wahrscheinlichkeitsdichtefonkdder der Wahrscheinlichkeits-
funktion zu [44]. Deshalb heil3en diese Momente auch Fornemiale Form ist bejs > 0
linkssteil (rechtsflach), bei; < 0 rechtssteil (linksflach), bgi, > 3 spitz (spitzgipflig) und
beiz4 < 3 flach (flachgipflig). Abbildung 3.5 zeigt Beispiele fir 3 Wabheinlichkeitsdich-
tefunktionen.

In der Signalverarbeitung spielen die Gleichverteilung die Normalverteilung eine be-
sondere Rolle. Deshalb wollen wir sie hier kurz vorstellen.
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Abbildung 3.5: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Normalverteilung pn(x) mit 33 =0
und 34 = 3, linksflache und rechtssteile Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
ps(z) mit 33 = —0,65 und 34 = 3, flachgipflige
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion pw (x) mit 33 = 0und 34 = 1,5

p(x)4

(b-a)

Abbildung 3.6: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p(z) einer Gleichverteilung

Gleichverteilung  Sie weist fur alle Werte der Zufallsgré3e eine konstante réédtein-
lichkeitsdichte auf (Abbildung 3.6).

Fir das gewdhnliche Moment 1. Ordnung ergibt sich mit Gleich3.9

%) b b
1 1 1 [a? b+a
my /xp(m)dx /xb—adx b—alz), 5 (3.15)

— 00 a

und mit Gleichung 3.8 firr das zentrale Moment 2. Ordnung:
b
Zy = E(X2) —my? = /;va(x) dz — m4?

1 [2%]° b+a\’ (b—a)?
- b—a[?)L_( 2 ) ST (3.16)

Gaul3sche Normalverteilung Viele natlrliche Zufallsprozesse sind normalverteilie Di
gauflsche Normalverteilung, die bekannte Glockenkurtajiedolgende Wahrscheinlich-
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keitsdichtefunktion:

1 xp[ 1(z—p)?

—— 3.17
ovV2m ( )

p(w) = 2 o2

Zur Berechnung des gewdhnlichen Moments 1. Ordnung nadbhsileg 3.9 muss ein In-
tegral gelést werden:

my = /Ooazlp(x) dox = L /Oox exp —EM dx (3.18)
' ov2T 2 o? '
Mit der Substitutionx — 1) /o = y ergibt sich:
= s[5
m; = o Xp |—=| o

= [ oo o e s[5
— exp |—— — exp |——

T Yyexp B Y T p 9 Y
1. Integral 2. Integral

- (3.19)

Der Integrand des ersten Integrals ist ungerade, demzaufsiglas Integral Null; fir das
zweite Integral ergibt sick/27 und damit fur das arithmetische Mittel der Wert Nach
ahnlicher Rechnung folgt fiir das zentrale Moment 2. Ordnung= ¢2. Die gauRsche
Normalverteilung ist mitu und o vollstandig beschrieben, deshalb ist auch die Notation
N(u, o) Gblich. Abbildung 3.7 zeigt die Veranderungen der Glockewk bei unterschied-
lichen Mittelwerten und Standardabweichungen.

Empirische KenngréBen  Wenn wir die Kennwerte der bisher betrachteten Verteilungs
und Wahrscheinlichkeitsfunktionen aus einer Stichproliteemdlich vielen Abtastwerten
oder anderen Messgrof3en ermitteln, so erhalten wir erop&iKenngréRen oder statis-
tische Mal3zahlen. An die Stelle der Verteilungs- und Wdtesdichkeitsfunktion treten
dann Haufigkeitsverteilungen, deren grafische Darsteltlumgh Histogramme maglich ist.
Das kumulative Histogramm entspricht der Verteilungsfiork das normierte Histogramm
der Wahrscheinlichkeitsfunktion. Aus Griinden der besséheersichtlichkeit werden oft
nicht die primér ermittelten Messwerte und deren Haufigkeftir die Histogrammdarstel-
lung genutzt, sondern ihre Zusammenfassung in Klassegmgter Grof3e. Das normierte
Histogramm benutzt nun anstelle der Wahrscheinlichkeitdion p(x;) = p; die relativen
Haufigkeitenh;. Fir N Messungen mit verschiedenen Messwerten werden die relativen
Haufigkeitenh; wie folgt berechnet:

n—1
hi:%ﬁ' mit i=0...n—1 und ;amzN (3.20)
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p(x)4
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Abbildung 3.7: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen der Normalverteilung fir
unterschiedliche Mittelwerte p und Standardabweichungen o

wobeia, ; die Anzahl des Messwertesist. Wie bei der Wahrscheinlichkeitsfunktion gelten
die folgenden Beziehungen:
n—1
0<h;<1 und Y h; =1 (3.21)
1=0
Aus dem normierten Histogramm kdnnen etliche empirischenigedRen unmittelbar ab-
gelesen oder berechnet werden, zum Beispiel die empinsgd&dhnlichen Momente:,
und die empirischen Zentralmomentg

n—1
me =Y x" b (3.22)
=0
n—1
= (zi—m)" hi (3.23)
=0

Das kumulative Histogramm als empirische Verteilungsfiomkwird auch Summenhaufig-
keitsverteilung genannt und ergibt sich durch Summierwrgtistogrammwerte:

g
Fy=> h (3.24)
=0

Hat die ZufallsgréRe insgesamt verschiedene Werte, so i#, eine Treppenfunktion,
die an der Stellgy einen Sprung der Hohk, aufweist und als Maximalwert spatestens
beig = n — 1 den Wertl erreicht. Als Beispiel fur eine diskrete Zufallsgré3e teig
Abbildung 3.8 ein aust = 209 verschiedenen Grauwerten bestehendes Bildsignal mit
N = 1024x1024 Bildpunkten (s. S. 286), das zugehdrige Histogramm undugaeamit-
telte weitere empirische Kenngréfen.
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aus den Grauwerten

Bilcigrrie: 1048576
kleinster Gralswert: a
graizter Grawwert: 254
Grauwertspanne: 254
Dyramik: 1.00
Entropie: 7.84

aus den Vektoren
haufig. Grauswert: 254
wersch. Grauwerte: 209
Mittelwert: 1631
Warianz: 74955
Standardabyweichung: G566
norm. Schiefe: -0.57
narm. Walbung: 1.71
Histogramm El'lt.rl:lpIEZ . E.66
Anizotropie: 0.57
Median: 206

aus den Matrizen
Homogenit&t: 061
Kantrast: 0.39
Enitrapie: 11.86
,[m b Run-Length-Effektivitt: 0.20
0 32 64 96 128 160 192 224 255 Warrelation (RG, RE, BB 1.00

Abbildung 3.8: Alexander von Humboldt als Bildsignal, zugehériges Histogramm
und weitere empirische Kenngrof3en

Unter den statistischen Mafl3zahlen existiert eine Reihteveziempirischer Kennwerte flr
die Lage und Streuung von Zufallsgré3en sowie fur die Formiaufigkeitsverteilungen,
zum Beispiel:

Lagemal3e Median, Modalwert, geometrisches und harmonisches Mittel
Streumal3e Variationskoeffizient, Variationsbreite, Spanne, Quanti
Formmalf3e Entropie, Anisotropiekoeffizient, Quotienten aus Quantil

In der Signalverarbeitung wird der Median haufig verwenBét. eine stetige Zufallsgro-
Re ist der Mediancmeq der Wert, auf dessen linker und rechter Seite die Flacheerunt
der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktigriz) gleich sind, d. h., der Funktionswert der Ver-
teilungsfunktionF (xmeg) ist gleich0,5. Daher nennt man den Median auch 50-%-Quantil.
Fur eine diskrete ZufallsgroR3e ist der Median der kleindier Zufallswertex;, fir den
F(x) > 0,5 gilt. Dies entspricht in einer nach dem Rang geordneten|Bidige gerade
dem in der Mitte stehenden Wert.
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Entropie  Bei den nun folgenden Betrachtungen wollen wir uns auf éigkSignale be-
schréanken. Es soll als weitere Gré3e zur Beschreibung voreBsen die Entropie einge-
fuhrt werden, die vor allem im Zusammenhang mit der Fragé machandener Redundanz
bzw. nach Komprimierbarkeit von Signalen wichtig ist.

Der Begriff der Entropie ist im Jahre 1865 von dem PhysikeddiuJ. E. Clausius als
ZustandsgrofRe der Thermodynamik eingefihrt worden. Dieopie ist dort ein Mal3 fur
die Irreversibilitat eines Prozesses und nimmt z. B. beievérsiblen Prozess des Warme-
transports, einer ,freiwilligen* Zustandsanderung, zut 8&m Zuwachs an Entropie geht
die Abnahme von Ordnung einher. Die Diffusion von Gasen aldsrMischen von Spiel-
karten bedeuten einen Verlust an Ordnung. Die Wahrschbbkdit fir das Auftreten eines
Zustandes nimmt ab. Der Zusammenhang zwischen EntropigMahdscheinlichkeit eines
Zustands ist im Jahre 1877 von Ludwig Boltzmann formuliestden:

S=kW (3.25)

Dabei istS die Entropie k die Boltzmann-Konstante urid” die Wahrscheinlichkeit. Nor-
bert Wiener erkannte im Jahre 1947 die formale Ahnlichkeitentscheidenden Formel
der Shannonschen Informationstheorie. Claude Shanntmgielh der Interpretation einer
Information als Beseitigung von Ungewissheit angescklossd festgestellt, dass der In-
formationsgehalt wachst, wenn die Wahrscheinlichkeitofés Auftreten eines Ereignisses
oder Zeichens abnimmt. Shannon hat dabei nicht den sermiaertisnhalt einer Nachricht,
sondern dessen Unvorhersagbarkeit betrachitéie word information, in this theory, is
used in a special sense that must not be confused with itsargdusage . .. To be sure, this
word information in communication theory relates not so mtawwhat you do say, as to
what you could say{48].

Eine Nachricht ist um so informationsreicher, je unsichevie Gber ihren Inhalt sind. So
wird in einem Vortrag Uber Verhaltenswissenschaften unddfgetik die Anrede des Au-
ditoriums mit ,Meine Damen und Herren“ sicher keine Ungeshisit beseitigen, der Inhalt
des Vortrages aber schon.

Werdenn gleichwahrscheinliche Zufallswerte angenommen, so s\dihrscheinlichkeit
fir das Auftreten eines solchen Wertgs= 1/n. Wird weiterhin angenommen, dass die
einzelnen Zufallswerte unabhéngig voneinander auftredenst als Informationsgehalt
des Zufallswertes der duale Logarithmus der Anzahl uniéegticher Zufallswerte defi-
niert:

[=ldn = 1d% (3.26)
Die MaRReinheit fir den Informationsgehalt ist bit. Die @haing 3.26 stellt einen Zusam-
menhang zwischen Informationsgehalt und optimaler Fteafegie bei der dualen Codie-
rung von Zufallswerten her. Der Informationsgehaist namlich die Anzahl der noch aus-
stehenden Ja-Nein-Entscheidungen zur vollstandigemnhaftion tber eine Nachricht.

Bei nicht gleichwahrscheinlichen Zufallswerten muss aéorimationsgehalt fur jeden ein-
zelnen Wert bestimmt werden:

1
L=ld— = —1dp; (3.27)

K2
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Als gewichteter Informationsgehalt eines einzelnen 2siadrtes wird die Grolie
1
Hi=pild— = —p; ldp; (3.28)
b

verwendet. Wird der Informationsgehalt fiir allererschiedenen Zufallswerte einer Signal-
quelle gesucht, so miissen die einzelnen Wertéffimufsummiert werden:

n—1 n—1 n—1
H=Y H = > pi ld% = = pildp; (3.29)
i=0 i=0 ¢ i=0

Die Grol3eH wird als Entropie der Quelle bezeichnet und in bit pro Zsfalirt angegeben.
Wird H mit Gleichung 3.26 fir gleichwahrscheinliche Zufallsveelierechnet, so ergibt
sich:

n—1
H:Zl-ldn = 1dn = Hpmax (3.30)
=0 n

Die maximale Entropidimax heildt auch Entscheidungsgehalt. Es gilt allgemein, dass ei
Signal die maximale Information pro Zufallswert dann eitthéienn die Werte gleichwahr-
scheinlich sind. Die maximale Entropie kann damit auch alvand fur die bindre Codie-
rung der Zufallswerte bei Gleichverteilung interpretiedrden. Sind die Auftretenswahr-
scheinlichkeiten nicht gleich, was in der Praxis meist dal i5t, dann istH < Hpax und

die Quelle enthalt Redundafzbzw. relative Redundani,,:

Huyax— H
Hmax
Ist R > 0, so gibt die Quelle gegeniber einer redundanzfreien Qeélle verminderte

Information pro Zufallswert ab. Fiir Codierung und Ubertnag ist mehr Aufwand erfor-
derlich. Andererseits bestehen gute Aussichten, das ISigngrimieren zu kénnen.

R=Hpax— H bzw. Ry = (3.31)

Stationaritat  Eine weitere wichtige Eigenschaft eines Zufallsprozesgteine Stabili-
tat beziglich der zugehdrigen statistischen GréRRen. Seeduirch den Begriff der Stationa-
ritét erfasst. Ein Zufallsprozess heif3t stationar, weaoh seine Wahrscheinlichkeitsfunktion
p(x) und damit auch die daraus berechenbaren Kenngréf3en begzeitlehen Verschie-
bungr nicht &ndern. Fir ein Signal(t) gilt dann:

p(z,t)=p(z,t+7)=p(x) (3.32)

Viele Verfahren der Signalverarbeitung setzen die Statitét von Signalen voraus. Es
kann bei der Stationaritat noch eine starke und eine schev8tdtionaritat unterschieden
werden. Bei der starken Stationaritét ist die Verteilungkfion (Gleichung 3.1) zeitunab-
hangig, bei der schwachen Stationaritat sind lediglichd&tmwngswert und Varianz (ggf.
Kovarianz) zeitunabhangig.

Ein Beispiel fur ein stationdres und ein nichtstationanga& ist das Rauschen eines Wi-
derstandes bei konstanter bzw. veranderlicher Temperatur

Es muss angemerkt werden, dass zwar ein stationarer Peineszeitunabhéngige Wahr-
scheinlichkeitsfunktion hat, die Umkehrung jedoch nichirier gilt.
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Ergodizitdt Ein Prozess besitzt die Eigenschaft der Ergodizitéat, waarSdhar- oder
Ensemblemittelwerte gleich den zeitlichen Mittelwerténds Zur Charakterisierung ei-
nes ergodischen Prozesses genligt es also, eine einzigkcfrabi@nge) Realisierung des
Zufallsprozesses zu kennen. Dies ist besonders dannlkafteivenn wir bei einem Zu-
fallsprozess zu einem Zeitpunkt nicht mehrere Episodessdimsembles beobachten bzw.
messen kdnnen. So kann z. B. der Erwartungswert der ZufaBegX nicht nur als En-
semblemittelwert nach Gleichung 3.6 berechnet, sonderh aus dem Verlauf voiX ()
geschatzt werden:

B(X)= lim ~ / X (t)dt (3.33)

Entsprechende Gleichungen lassen sich auch fiir die andevadhnlichen und zentralen
Momente aufstellen.

3.1.3 Multivariate Zufallsvariable

Sind die in einem Ensemble enthaltenen Signale nicht diéigRkang eines einzigen Zu-
fallsprozesses, sondern durch verschiedene Prozesssadty so sind fir die Analyse
dieser Prozesse auch die moglicherweise vorhandenenhiBezien zwischen den einzel-
nen Zufallsprozessen aufschlussreich. Beispielsweisdemalie bei einer Wetterbeobach-
tung anfallenden Grof3en ihre Ursachen nicht nur in eineralBpirozess haben.

Fur die quantitative Beschreibung der Zusammenhénge mveliedie Zufallsvariablen zu
einem ZufallsvektorX zusammenfassetX = (Xi,..., X, ). Bei zwei Zufallsvariablen
wird oft die NotationZ = (X,Y’) vorgezogen. Fir das Beispiel der Wetterbeobachtung
kann die ZufallsvariableX beispielsweise der Verlauf der Wassertemperatur der ©sise
einem bestimmten Zeitraum und die Zufallsgréf3der zugehdrige Verlauf der Lufttempe-
ratur sein.

Alle im vorigen Abschnitt gegebenen charakteristischedl¥gn konnen prinzipiell auch auf
Zufallsvektoren tibertragen werden, sind also nicht auteskaZ ufallsgréRen beschrankt.
Ist Z = (X,Y) ein bivariater Zufallsvektor, so gilt fir seine Verteilwgignktion:

Fy(ey)=P(X <2, Y <y) (3.34)

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion vo# ist p(z) = p.. Die Zufallssignale heien unabhé&n-
gig genau dann, wenn fir den Zufallsvekor= (X,Y) gilt:

F(z,y) = Fy (z) - F,(y) und p(z,y)=p(z)- py(y) (3.35)

Verteilungsfunktion und Wahrscheinlichkeitsdichteftiok haben die gleiche Beziehung
wie im univariaten Fall:

2
F (z,y) // u,v)dudv und p(z,y) = 8(5% X)) (3.36)
€T oy

— 00 —O0
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Als Beispiel fir ein unabhangiges bivariates stetiges IBgignal moge wieder die Wabhr-
scheinlichkeitsdichtefunktion einer gau3schen Norntédileng dienen, die nun von zwei
Mittelwerteny, undu,, und zwei Standardabweichungen undo, bestimmt wird:

p(z,y) = ! exp [—1 <(m — ZI) + = ZU) )1 (3.37)

030y 2T 2 o Oy

Die grafische Darstellung einer Wahrscheinlichkeitsdifimktion zeigt Abbildung 3.9.

p(xy)4

Oy

Abbildung 3.9: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p(z, y) einer bivariaten Normalverteilung
mit py =5, py =15, 0, =1und oy =2

Treten mehr als zwei Zufallsvariablen auf, so ist eine aflgmere Darstellung erforderlich.
Die Verteilungsfunktion eines Zufallsvekto® = (X, ..., X,,) ist dann definiert durch:

Fx (z1,...,2,) =P (X1 <z, ... , X, <x,) (3.38)
Die Zufallssignale sind unabhangig genau dann, wenn gilt:
FX (331, e ,.%‘n) = FX1 (.T,‘]_) . f?X2 (.CL‘Q) Coae. FX" (l‘n) (339)

Die in Abschnitt 3.1.2 eingefiihrten gewthnlichen und zdetr Momente kdnnen nun zwar
fur jeden Zufallsprozess einzeln berechnet werden, Z (8, ), F(X3) oderD?(X;) und
D?*(X,) usw. Uber eine eventuell vorhandene Abhangigkeit der BvatiablenX undY
sagen diese Momente jedoch nichts aus. Es werden deshabaorde gemischte Momen-
te definiert, die Aussagen Uber mégliche Abhéangigkeiterzdéallsprozesse untereinander
enthalten. Die wichtigsten gemischten Momente sind dieaiianz und die Korrelation.
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Kovarianz ~ Als Kovarianz wird der Erwartungswert des Produkts der Ailstvengen der
Zufallsvariablen von ihren Mittelwerten bezeichnet:

cov(X,)Y) = FE|
- E(XY
(

|
=

= XY-XY mit E(X\)=X und E(Y)=Y (3.40)

Die Kovarianz sagt etwas dartiber aus, ob sich zwei (oderenghProzesse in etwa um
dasselbe Mittel herum abspielen und ob die Abweichungeordafanlich sind. Sie erfasst
den Grad der (linearen) Abhangigkeit zwisch€rundY . Offensichtlich gilt fury = X:

cov(X,X)=E(X?) - XX =F (X?) —my® = D*(X) = var(X) (3.41)
Die Kovarianz ist symmetrisch:
cov (X,Y) = cov (Y, X) (3.42)

Sind X undY linear unabhéngig voneinander, sodst (X,Y) = 0. Es gilt die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung:

|cov (X,Y)| < y/var (X) - var () (3.43)

Die bei zwei Zufallsvariablen auftretenden Varianzen uogdgianzen kénnen in einer sym-
metrischen Matrix, der KovarianzmatriOV (X,Y"), Ubersichtlich dargestellt werden:

cov (X, X) cov(X,Y)
cov (Y, X) cov (YY)

var (X) cov(X,Y)
cov (Y, X) wvar(Y)

COV (X,Y) = (3.44)

Liegenn ZufallsvariablenX,, X, ..., X,, vor, muss die Kovarianzmatrix erweitert werden:

cov (X1,X1) cov(Xy,X2) -+ cov(Xy,X,)
cov (Xo, X cov (Xo, X - cov(Xo, X,
COV (X1, Xs,...,Xn) = ( 2 ) ( 2 2) ( ? )
cov (X, X1) cov(X,,X2) - cov(X,,X,)
(3.45)

Die Kovarianzmatrix kann auch tUber den Erwartungswertelfektors berechnet werden:

COV (X1, X,,...,X,)=COV (X)=E [(X ~E(X))- (X - E(X))"| (3.46)

Korrelation  Neben der Kovarianz existiert mit der Korrelation eine wedtGroR3e, die
Aussagen Uber Abhangigkeiten zwischen Zufallsvariabighat. Die Korrelation sagt et-
was dariiber aus, wie stark die Abhangigkeit der Zufallsi@en ist und wie gut eine Va-
riable aus der anderen vorhergesagt werden kann. Als atioelwird der Erwartungswert
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des Produkts der Zufallsvariablen bezeichnet:

cor (X, Y)=E(X-Y) (3.47)
Auch die Korrelation ist symmetrisch:
cor (X,Y) = cor (Y, X) (3.48)

Die bei zwei Zufallsvariablen auftretenden Korrelatiokénnen wieder in einer symmetri-
schen Matrix, der KorrelationsmatrO R(X,Y"), ubersichtlich dargestellt werden:

cor (X, X) cor(X,Y)
cor (Y, X) cor(Y,Y)

Liegenn ZufallsvariablenX, X5 ..., X,, vor, muss die Korrelationsmatrix erweitert wer-
den:

COR(X,Y) = (3.49)

cor (X1,X1) cor(Xq,Xs) -+ cor(Xy,X,)
cor (Xo, X cor (X9, X .- cor (Xq, X,

COR (X1, Xo,..., X,) = ( 2 2 ( ? 2) ( 2 ) (3.50)
cor (X,, X1) cor(X,,X2) --- cor(X,,X,)

Korrelationskoeffizient Da es vorteilhaft ist, die Korrelation durch eine Zahl abhili
einer Prozentangabe auszudriicken, ist die Verwendung Koreelationskoeffizienten Ub-
lich. Dieser hat zudem den Vorteil, dass er eine dimensisesGrof3e ist. Der Korrelati-
onskoeffizientp(X,Y’), der auch pearsonscher Korrelationskoeffizient heiBtvistfolgt
definiert:

p(X,Y) = cov (X, V) (3.51)

V/var (X) - y/var (Y)
Die Grof3e des KorrelationskoeffizientpflX, Y) liegt im Bereich zwischer-1. Er liefert
eine einfache und schnelle Méglichkeit, die lineare Abhgkejt zwischen zwei Signalen
einzuschatzen. IsX =Y, so ergibt sich ein Korrelationskoeffizient vp(X, X) = 1, ist
X = -Y,sofolgtp(X,Y) = —1. Mit Gleichung 3.51 lasst sich eine symmetrische Matrix
CORp(X,Y) der pearsonschen Korrelationskoeffizienten notiereneBikélt Einsen in
der Hauptdiagonalen:

1 p(X,Y)
p(Y,X) 1

Liegen wiedem ZufallsvariablenX, X5 ..., X,, vor, so muss auch die pearsonsche Kor-
relationsmatrix erweitert werden:

CORp(X,Y) = (3.52)

1 p (X1, X2) - p(X1, Xy)

p (X2, X1) 1 e p(Xo, Xn)

CORp (X1, X,,...,Xn) = (3.53)

p(Xle) p(XmX?) 1
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Sind die beiden Zufallsvariablen nicht linear abhéngigjstaler Korrelationskoeffizient
Null. Allerdings folgt aus der Tatsache, dagsX,Y) = 0 ist, nicht der Umkehrschluss,
dassX undY unabhangig voneinander sind. Es kann auch eine anderpjdieisise qua-

dratische Abhangigkeit bestehen.

Empirische KenngréRen Mit allen in diesem Abschnitt aufgefiihrten Gleichungen
kénnen aus zwei oder mehr Stichproben empirische KenngrbBeechnet werden. Als
Beispiele sollen die Kovarianz (Gleichung 3.40), die Katien (Gleichung 3.47) und der
Korrelationskoeffizient (Gleichung 3.51) in empirischenigrof3en Uberfluhrt werden. Mit
den beiden Stichproben (Messreihanlindy des UmfangsV und den Elementen; und

y; erhalten wir:

1 Nl | Nl 1 Nl | Nl
cov (z,y) = i (x; —T) (yi —9) = N Zﬂfz%*ﬁ Z%ﬁ Zyl (3.54)
' i=0 i=0 =0

—_— —
X

Y

1
Cor(way)zﬁzxi'yizﬁ'm Y (3.55)

p(@,y) = N_lizo — (3.56)
g,o (z; — 7)° ;) (yi —7)°

Die letzte empirische KenngréRe wird auch als normierteafienz bezeichnet. Zur II-
lustration des Zusammenhangs zweier Zufallsvariabldaersalvei meteorologische Mess-
reihen diener}. Eine Messreihe enthalt die mittleren Lufttemperatureniimawitz (Insel
Usedom), die zweite Messreihe die Wassertemperaturensiee€ gemessen in Koserow
(ebenfalls Insel Usedom). Die Temperaturen der byfund des Wasserg; wurden im
Zeitraum Januar 2001 bis Dezember 2002 (730 Tage) taglictiegsen. Ihre Abhangigkeit
geht aus der Abbildung 3.10 hervor. Fir den empirischendfationskoeffizienten nach
Gleichung 3.56 ergibt sich ein Wert vgn= 0,924, also eine starke Korrelation der Luft-
und Wassertemperatur.

Korrelation innerhalb eines Signals In der Signalverarbeitung ist nun nicht nur der
Zusammenhang zwischen mehreren Zufallssignalen vonekger sondern es kann auch
wichtig sein, die Abhangigkeiten zeitlich oder ortlich lehbarter Abtastwerte innerhalb
eines Signals zu kennen. Zur Erlauterung sind in Abbildudd Signale gezeigt, bei denen
offensichtlich die statistische Abhangigkeit benachdraw/erte unterschiedlich ist. Abbil-

dung 3.11 a) zeigt drei Episoden eines sich zufallig andarrigignals. Die ausgewéhlten
Episoden in Abbildung 3.11 b) gehéren zu einem langsam deréiohen Signal, da sich

1 Wir danken dem Staatlichen Amt fiir Umwelt und Natur in Rostookl dem Deutschen Wetterdienst fir die
Uberlassung der Messreihen.
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Yyi[T]

20

20 x[C]

Abbildung 3.10: Abhangigkeit der Wassertemperatur der Ostsee y; von der
Lufttemperatur z;

benachbarte Abtastwerte nur wenig unterscheiden. Dieagign Abbildung 3.11 c) sind
denen der ersten Gruppe ahnlich, klingen aber mit der Zeit ab

Art und GroRRe der Abhéngigkeit gehen am besten aus der drafidoarstellungf; ; =
f(f:) hervor (Abbildung 3.12). Bei Unabhéangigkeit benachbawésrte wird sich eine
gleichmagige Verteilung auf alle vier Quadranten ergebenAbhangigkeit sind die Wer-
te dagegen im Wesentlichen auf zwei Quadranten beschidaktGrad der Abhangigkeit
kdnnen wir nun wieder durch die Berechnung der Korrelat@ehrGleichung 3.47 erfassen.

WerdenM Signalfolgen betrachtet, so gilt fiir die mittlere Korrébat zwischen zwei be-
nachbarten Abtastwertefy und f;, 1:

cor (fi, fix1) = Vi Z fi(m) - fiz1 (m)
= Tl o ) @57)

Bei unkorrelierten Nachbarwerten ergibt sich ein kleinegridenn die Summanden ha-
ben unterschiedliche Vorzeichen und sind auf alle vier Qaratén verteilt. Bei korrelierten
Nachbarwerten ergibt sich dagegen ein groRer Wert, welidjpale das gleiche Vorzeichen
haben. Wieder bietet sich die Darstellung der Korrelatioainer Matrix an:

12 cor (fi, fix1)
cor (fi+1, fi) fis1?

o M-1
COR(fi, fit1) = mit  f;* = % > (m)
m=0

(3.58)

Die Berechnung der Korrelation ist nicht auf die unmittetbmNachbarn beschrankt; die
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a) f b) 4 c)4

R Ll

Abbildung 3.11: Drei Episoden typischer diskreter Signalverlaufe
a) zufallige, b) langsam veranderliche und c) zuféllige und abklingende
Signale

a) fiit b) )

v

Abbildung 3.12: Statistische Abh&angigkeit unmittelbar aufeinander folgender Abtastwerte
a) zufalliges Signal aus Abbildung 3.11 a)
b) langsam veréanderliches Signal aus Abbildung 3.11 b)
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Matrix kann erweitert werden:

? cor (fi, fix1) oo cor (fi, fira)
I‘ . . . 2 P I‘ . .
COR(fo fura) = | V) Jia corlficr Jival | g gy
cor (fitd, fi) cor (fita, fiyr) -+ fivd

Die meisten Signale sind so beschaffen, dass die Korralatibzunehmendem Abstard
der Abtastwerte kleiner wird (Abbildung 3.13).

f|+d 4 et A

\ 4

v

Abbildung 3.13: Statistische Abh&ngigkeit zwischen zwei Abtastwerten f; und f;14 in
einem langsam veranderlichen Signal aus Abbildung 3.11 b) fur
verschiedene Abstande d

Anschaulich ist der Blick auf unterschiedliche Korrelasmatrizen, wie er in [36] verwen-
det wird. Fur einen stationdren und vollstandig unkorrtdie Prozess ergibt sich die in
Abbildung 3.14 gezeigte Darstellung. Abbildung 3.15 zdigtKorrelationsmatrizen statio-
narer, aber teilweise korrelierter Prozesse.

Interessant fiir die Signalverarbeitung ist der Zusammaglwischen Korrelation und In-
formationsgehalt. Abbildung 3.16 a) zeigt ein Bildsigraldlem benachbarte Grauwerte als
teilweise korreliert angesehen werden kénnen.

Abbildung 3.16 b) enthalt dieselben Grauwerte, allerdwaslinks oben nach rechts unten
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Abbildung 3.14: Korrelationsmatrizen nach Gleichung 3.59 des Zufallssignals aus
Abbildung 3.11 a) fuir a) 10, b) 50 und c) 1000 Episoden mit je
8 Abtastwerten

9 —

A

e e
5

fﬁ/—!ﬂ

Abbildung 3.15: Korrelationsmatrizen nach Gleichung 3.59 des langsam veranderlichen
Signals aus Abbildung 3.11 b) mit von a) nach ¢) zunehmender Korrelation

der GrélRe nach zu einem Graukeil geordnet. Um sich einers¢ben) Eindruck von der
Korrelation benachbarter Grauwerte zu verschaffen, kagum sie beispielsweise in Abhén-
gigkeit von ihrem Index darstellen. Dazu werden einfach 8lildzeilen nacheinander in
einen neuen Vektor geschrieben und seine Elemente Uben imdex abgetragen. Abbil-
dung 3.16 c) zeigt dies fir das Originalbild, Abbildung 3d)étr das geordnete Bild. Der
Unterschied spiegelt sich auch im Korrelationskoeffizenvider, der fir das Originalbild
einen Wert vorp = —0,605 und fiir die geordnete Grauwertfolge vpn= 0,954 aufweist.
Offensichtlich sind die aufeinanderfolgenden BildpurikteGraukeil viel starker korreliert
und der Informationsgehalt ist entsprechend geringerlifermationsgehalt ist also hoch,
wenn die Korrelation gering ist und umgekehrt. Ein sinre®liel von signalverarbeitenden
Operationen besteht demnach in der Verringerung der Kaioel.

Die bisher betrachtete Korrelation zwischen zwei Zufgitsslen oder aufeinander folgen-
den Abtastwerten ist lediglich durch eine Zahl, ndmlich gemnrelationskoeffizienten er-
fasst worden. Wenn uns jedoch die Beziehung zweier Zufgiiage unter Berlcksichtigung
ihrer Zeit- oder Ortsabh&ngigkeit interessiert, kanneli@bhangigkeit in die Betrachtung
mit einbezogen werden. Dies fuhrt zur Korrelationsfunktio



90 3 Die Werkzeuge des Zeit- oder Ortsbereichs

a) b)
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Abbildung 3.16: Zwei Signale mit unterschiedlichem Informationsgehalt

3.2 Korrelation

In Abschnitt 3.1.3 ist die Korrelation als eine skalare Gra@ingefihrt worden, die eine
Mittelwertbildung fir Zufallssignale darstellt. Es solim eine Korrelationsfunktion einge-
fihrt werden, die wie die skalare GroRe die Ahnlichkeit &véignale erfasst, zuséatzlich
jedoch eine funktionale Abhangigkeit der Ahnlichkeit vonex gegenseitigen zeitlichen
oder ortlichen Verschiebung der beiden Signale berlckgictDie Korrelationsfunktion
kann damit als MaR fiir die Ubereinstimmung von zwei Signaierpretiert werden, das
fur jede Verschiebung bestimmt wird.

Uber die Korrelationsfunktion kénnen aus einem Signal imiationen gewonnen werden,
die bei anderen Verfahren unentdeckt bleiben. Ein popsilBegspiel ist das satellitenge-
stitzte Ortungssystem GPS&lpbal Positioning SystemDie Position wird hier aus der
Entfernung eines Ortes zu mehreren Satelliten berechmetdigse Entfernung zu ermit-
teln, wird in dem auf der Erde empfangenen Signal mit HilfeKigrrelationsfunktion nach
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einem bekannten Bitmuster gesucht.
Verwendung findet die Korrelationsfunktion auch bei adegstiFiltern, in der Sprachverar-
beitung und in der Messtechnik.

Korrelation diskreter Signale Gegeben seien zwei diskrete Signalfolgénund &,
endlicher Energie, also aperiodische, abklingende Ségiaé Korrelationsfunktiom,,, als
Ergebnis der Korrelation vofi, undh,, wird nach folgender Gleichung berechnet:

T = Z frn - hpgm Mt m=0,+1,+2, ... (3.60)
Die Korrelationsfunktion,, ergibt sich, indem die Signalg, und h,, gegeneinander ver-
schoben werden und fiir jede Verschiebung ein Ahnlichkeifsiverechnet wird. Als Ahn-
lichkeitsmal3 wird die Summe der Produkte korrespondiereliderte der beiden Signal-
folgen verwendet. Das Ergebnis heif3t genauer Kreuzkaiwakfunktion (KKF), da zwei
verschiedene Signale miteinander korreliert werden. Deukkorrelationsfunktion wird in
der Literatur u. a. mit den Symboldh z, ¢ bezeichnet; oft werden auch die zu korrelieren-
den Funktionen in den Index geschrieben.

Zur Berechnung des Werteg der Korrelationsfunktion werden korrespondierende Werte
der beiden Signalg, undh,, multipliziert und die Produkte addiert. Die Berechnungterei
rer Werter,,, erfolgt flr positives (negativesy durch eine Verschiebung vdn, nach links
(rechts). Das Signgf,, bleibt unverschoben. Dieses Prinzip der Ermittlung einemré&lati-
onsfunktion ist in Abbildung 3.17 am Beispiel eines ortsafigen Signals illustriert.

Als Signal f,, ist ein Strichcode gewahlt worden, der eine sechsstellajd Zodiert (Ab-
bildung 3.17 a). Mit Hilfe der Korrelationsfunktion soll@irage beantwortet werden, ob
dieser Code die Ziffer 7 enthalt (Mustersighal) und wo sich (gegebenenfalls) die Position
dieser Ziffer befindet. Die Strichcodes lassen sich wie ibifstung 3.17 b) als eindimensio-
nale ortsabhéangige Signale darstellen. Die Verschiebaadwlstersignala,, fur positives
und negativesn entsprechend Gleichung 3.60 ergibt die in Abbildung 3.1daspestell-
te Korrelationsfunktion. Es ist zu beachten, dass es sidemAbbildungen 3.17 b) und c)
um diskrete Funktionen handelt, die hier ausnahmsweistrkoerlich dargestellt sind. Die
Korrelationsfunktion hat zwei ausgepragte Maximatei —71 undm = —275. Das be-
deutet, dass an den Positiori&nund 275 des Strichcodeg,, jeweils eine Ziffer7 beginnt.

Fur die Korrelation ist auch das Symtelgebrauchlich:
rm=(f ® h), (3.61)

Der Indexm auf beiden Seiten der Gleichung gibt die Verschiebung ardiéiein Wert der
Korrelation vonf,, undh,, berechnet wird. Werden die Signglg undh,, vertauscht, muss
die Korrelationsfunktion an der Ordinate gespiegelt warde

Z fn : thrm = Z h - fnfm (362)

n=-—oo n=-—oo

Die Korrelation ist also nicht kommutativ.



92 3 Die Werkzeuge des Zeit- oder Ortsbereichs

a o 100 200 300 400 9@

T T
mom

Abbildung 3.17: Prinzip der Ermittlung einer Kreuzkorrelationsfunktion
a) Strichcode als Beispiel fir ein eindimensionales ortsabhangiges Signal
b) die beiden Operanden f,, und h,, fir die Korrelation
¢) das Korrelationsergebnis r,,

Werden zwei identische Funktionen korreliert, dhh.= f,,, so fuhrt dies zur Autokorre-
lationsfunktion (AKF):

Die Autokorrelationsfunktion gibt die innere Verwandtattreiner Signalfolge wieder. Die
groRte Ahnlichkeit, also die beste Ubereinstimmung mih sielbst, besitzt ein Signal bei
der Verschiebung Null, d. ., | < ro. Aus Gleichung 3.63 folgt unmittelbar, dass die AKF
eine gerade Funktion ist:

Tm = ’rim (3.64)
Weitere Eigenschaften der AKF sind:

Die Quadratwurzel aus dem Wert der AKF bei der Verschiebuaty éhtspricht dem
guadratischen Mittelwert des diskreten Zeitsignals (@&jichung 3.10).

Die AKF kann als Verallgemeinerung des quadratischen Mi#gs interpretiert wer-
den.



3.2 Korrelation 93

Die AKF geht um so schneller gegen Null, je breiter und gleiéRiger das Spektrum
des Signals ist; bei weiRem Rauschen hat die AKF numbet 0 einen von Null ver-
schiedenen Wert.

In der Praxis der Signalverarbeitung werden die Sigiialend,, eine endliche und in der
Regel unterschiedliche Dauer haben. Se€ignund N;, die Langen der jeweiligen Signale
mit N;, < N;. Dann hat die Korrelationsfunktion,, genauN; + N, — 1 Werte. Zur
Berechnung eines Wertes der Korrelationsfunktion misserijs V;, Produkte summiert
werden:

N;L—l
Tm= Y fu hngm Mt —(Np—1)<m< N, —1 (3.65)
n=0
Haben die Signalg,, und h,, die gleiche LangeV, dann hat die Korrelationsfunktion die
Lange2N — 1.

Zweckmafig ist eine Normierung der diskreten AKF, so dassisr Werte zwischer:1
annehmen kann [42]:

Pm = 'm (3.66)
7o
Eine Mdglichkeit fur die Normierung von AKF und KKF ist die Kaierung nach [31]:
"'m
— .67
Pm =N Zm| (3.67)

Fur Signale mit gleicher Lang®’, die jeweils von ihrem Mittelwert befreit wurden, kann
eine pearsonsche Korrelation berechnet werden (vgl. Bleig 3.56):

Z fn n+m

Pm =
T 5

Die Elemente vor,, sind dimensionslose Zahlen zwischen und stellen fur jede Ver-
schiebungn pearsonsche Korrelationskoeffizienten dar. Insbesorigefiégr die Verschie-
bungm = 0 der Koeffizientp, mit dem Korrelationskoeffizienten nach Gleichung 3.56
identisch, wenn die Signale mittelwertfrei sind. Als Begdiur eine diskrete Korrelations-
funktion nach Gleichung 3.68 sollen noch einmal die Luftd Wvassertemperaturen der
Ostsee in Abbildung 3.10 verwendet werden.

mt —(N—-1)<m<N-1 (3.68)

In Abbildung 3.18 a) ist die Lufttemperatyf,, in Abbildung 3.18 b) die Wassertempera-
tur h,, und in Abbildung 3.18 c) die diskrete Korrelationsfunktiepn dargestellt. (Da jede
Messreihe aus 730 Werten besteht, erscheinen die Dangiefider Abbildung kontinuier-
lich.) Das Maximum der Korrelationsfunktion,, liegt beim = 4. Das bedeutet, dass im
dargestellten Zeitraum die Wassertemperatur nach 4 Tegydrudttemperatur folgt.

Haben die Signale keine endliche Energie, so muss GleicBiithangepasst werden. Fir
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Abbildung 3.18: Kreuzkorrelationsfunktion der beiden Temperaturverlaufe aus
Abbildung 3.10
a) Lufttemperatur f,
b) Wassertemperatur h,,
c) pearsonsche Kreuzkorrelationsfunktion p,,

zufallige Signale gilt

N
. 1

und fur periodische Signale:

N
1
a2, Lt &0
1 N
"m = 57 1 n:_an - frtm (3.71)

Das Ergebnis ist wieder eine periodische Funktion. Die Aaotrelationsfunktion in Glei-
chung 3.71 hat dieselbe Frequenz wie die Signalfgigelst das zu korrelierende Signal
harmonisch, ergibt sich als AKF immer eine Kosinusfunktion
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Wird die Autokorrelationsfunktion von einem Signal bereet) das von Stérungen Uberla-
gerte periodische Anteile aufweist, so werden bei niclitd@rten Stérungen in der AKF

die periodischen Anteile dominieren und die Periodizitétdverkennbar sein. Da in Ab-

bildung 3.18 die Verlaufe der Luft- und Wassertemperatwetima periodische Funktionen
sind, ist die Periodendauer von 365 Tagen auch im Ergebnitictesichtbar.

Korrelation zweidimensionaler diskreter Signale Die Berechnung der Kreuz- oder
Autokorrelationsfunktion ist nicht auf eindimensionaigr&le beschrankt. Es kdnnen auch
zwei Bildsignale hinsichtlich ihrer Ahnlichkeit untersutaverden. Abbildung 3.19 zeigt die
Anwendung der Kreuzkorrelationsfunktion als einen Vee#ttingsschritt zur Verbesserung
der Bildqualitat in der Amateurastronomie. Schon mit felateiswerten, an Teleskopen
montierten Videokameras kénnen Amateurastronomen gutieafimen der hellen Objek-
te unseres Sonnensystems machen. Allerdings ist die @ueilites Einzelbildes oft nicht
zufriedenstellend (Abbildung 3.19 b). Deshalb wird dasedidn Einzelbilder zerlegt, und
die besten Bilder werden flr eine Weiterverarbeitung awép#. Da die Einzelbilder das
Objekt, beispielsweise einen Planeten, nicht an dersddosition zeigen, werden sie mit
einem zweiten Bild korreliert, in dem sich der Planet (odermanetendhnliches Objekt)
in der Mitte befindet (Abbildung 3.19 a). Abbildung 3.19 cjgtedas Ergebnis der zwei-
dimensionalen Korrelation. Das Maximum der Korrelatiamdtion bestimmt die jeweils
notwendige Verschiebung des Planeten in den Einzelbild¢anh dieser Operation befin-
det sich der Planet auf allen Einzelbildern in zentriertegé (Abbildung 3.19 d). Es schlief3t
sich eine Signalmittelung an. Sie besteht aus der Addit@redntrierten Einzelbilder. Die
Normierung auf die Anzahl der Einzelbilder ergibt als EngisbAbbildung 3.19 e). Die
Mittelung bewirkt, dass die Stérungen im Bild kleiner wendend damit die Bildqualitat
besser wird. Die Aufnahme des Planeten Saturn entstandilaiesrBmit jeweils320 x 240
Bildpunkten?

Der Zusammenhang zwischen der Korrelationsfunktion umdzdigehdrigen Fouriertrans-
formierten wird durch das Korrelationstheorem beschrigbas in den Abschnitten 4.2 und
4.5 erlautert wird.

Korrelation zeitkontinuierlicher Signale Der \Vollstandigkeit halber sei noch kurz
auf die Kreuz- und Autokorrelationsfunktion zeitkontiatlicher Signale mit endlicher Ener-
gie verwiesen. Die Signalg(t) und h(t) sind abklingende, reellwertige Funktionen. Das
Ergebnis der Korrelation ist von der kontinuierlichen \d@rigbungr abhéngig:

r(r) = / F () B(t+ ) dt (3.72)

2 Wir danken Mario Griineberg und Frank Meyer (AstronomischereWi Schwerin) fiir die Uberlassung der
Aufnahmen
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Abbildung 3.19: Anwendung der Kreuzkorrelation in der Amateurastronomie zur

Verbesserung der Bildqualitat von Aufnahmen des Saturns
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bzw.
/ f@® fit+7 (3.73)

Fur periodische bzw. zuféllige Signale miissen beide Gleigen wieder angepasst werden.
Fir Gleichung 3.72 gilt bspw.:

(1) =3 T / f@) ht+7)d fur periodische Signale (3.74)
O—To
r(T)—Thm 5 T/f h(t+7)dt furzufallige Signale (3.75)

Die kontinuierliche Korrelatlonsfunktlon( ) ist als Produkt zweier Funktionen definiert,
die umT gegeneinander verschoben sind. Abbildung 3.20 zeigt aipBdden Verlauf der
Autokorrelationsfunktion eines gestdrten harmonischgnas.

f (ty

r (T)“

Abbildung 3.20: Autokorrelationsfunktion r(7) eines verrauschten zeitkontinuierlichen
harmonischen Signals f(t)
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Die Autokorrelationsfunktion kann als Verallgemeinerwtes quadratischen Mittelwertes
interpretiert werden. Durch die Mittelung geht die Phasmmimation des Signals verloren.
Beispielsweise haben kosinus- und sinusférmige Signaeldiche AKF. Aus der AKF
lasst sich das Zeitsignal also nicht mehr rekonstruierssjred verschiedene Verlaufe der
Zeitfunktion méglich. Hat die AKF fir eir > tg den Wert Null, so ist vom Zeitpunkt
dieser Verschiebung an kein statistischer Zusammenhaisgtzen den Abtastwerten mehr
vorhanden. Die Zeity heil3t Korrelationszeit oder Korrelationsdauer. Je gralkeBand-
breite eines Signals ist, d. h. je mehr Frequenzen das Sémthadilt, desto kleiner ist die
Korrelationsdauer. Oder umgekehrt formuliert: Jede Besdtung der Bandbreite vergro-
Rert die Korrelationsdauer.

Wie im diskreten Fall auch, ist die AKF eine gerade Funktidie,ihr Maximum beir = 0
hat. Die oben aufgefuhrten Eigenschaften der diskreten gdlten entsprechend.

Zusammenhang zwischen der Korrelation zeitdiskreter und z eitkontinuierli-
cher Signale  Das Ergebnis der diskreten Korrelation kann eine Approtimnaler kon-
tinuierlichen Korrelation sein. Dazu muss die Lange der audlierenden Signale richtig
gewahlt werden. Zur Erlauterung ist in Abbildung 3.21 eireiecksignalf (¢) mit einem
Rechtecksignak(t) korreliert worden (Abbildung 3.21 a).

Ist die Lange der abgetasteten Signgleund h,, gleich V¢ und IV}, so miissen vor der
Ausfuihrung der diskreten Korrelation beide Signale durofgBzung von Nullen auf die
Lange

N> Ny+Ny+1 (3.76)

gebracht werden. In der Abbildung 3.21 b) ist das Ergebmigléin Fall gezeigt, dass diese
Bedingung fast eingehalten wurde. Das Ergebnis der diskigorrelationr,, ist eine Ap-
proximation der kontinuierlichen Korrelationsfunktiefir). Wird N zu klein gewahlt, so
ergibt sich fiir die Korrelation das Ergebnis in Abbildung@Bc). Es tritt eine Uberschnei-
dung im Zeitbereich auf, ein so genanntes Zeitaliasing.

3.3 Faltung

Die Faltung (engl.convolution ist ein bedeutendes physikalisches Konzept fir die Ver-
kniipfung von zwei Signalen. Insbesondere stellt die Fgliine Beziehung zwischen dem
Ausgangssignal eines LTI-Systems (vgl. Abschnitt 2.2) dach zugehdrigen Eingangssi-
gnal her. AuRerdem basieren so wichtige Signalverarbgstperationen wie Filterung und
Abtastung auf dem Prinzip der Faltung.

Faltung zeitdiskreter Signale Wir wollen die Faltung als Antwort eines LTI-Systems
auf ein beliebiges Eingangssignal einfihren. Wie in Ab#tB2 gezeigt wurde, lasst sich
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a) f(t) h(t) & r(z)
0,4 1 0,2
0 2t 0 2 t - 0 1 2
b) fA h,4 r,
I 1_ HHH '
0' 0 T #
N; 20 n N, 20 n 20 “N° 20 m

c) f.A h,A

0,4+ 1
| d\H\h M \L
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Abbildung 3.21: Vergleich der Ergebnisse einer kontinuierlichen und einer diskreten
Korrelation
a) kontinuierlich, b) diskret und c) diskret, aber mit Zeitaliasing

=) 4

Np

ein zeitdiskretes Eingangssignal als Summe gewichtetgrditsimpulse darstellen:

fo=">_ fmOn-m (3.77)
m=—o0
Ist ein Einheitsimpul$,, das Eingangssignal eines LTI-Systems, so ist das Ausggngss
die diskrete Impulsantwori,,. Auf eine Folge gewichteter Einheitsimpulse antwortet das
System wegen seines linearen und zeitinvarianten Verisaitét der Uberlagerung einzel-
ner gewichteter Impulsantworten zu einem Ausgangssignal

gn="_ fm hnm (3.78)
Die Operation nach Gleichung 3.78 wird Faltung genannt.Edagangssignaf,, muss mit
der diskreten Impulsantwoft,, gefaltet werden, um das Ausgangssiggalzu ermitteln.
Zur Berechnung eines Ausgangssignals aus einem Einggngbgiuss demnach lediglich
die Impulsantworth,, bekannt sein. Die Gleichung lasst sich auch so interpestjetass
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das Ausgangssignal zum Zeitpunktnicht nur vom Eingangssignal zum gleichen Zeit-
punkt, sondern zusétzlich von zuriickliegenden Abtasemesbhangt, die aber mit geringe-
rem Gewicht in das Ergebnis eingehen. Man spricht auch voda@enis eines Systems.
Ist, wie hier bei der Faltung, ein akueller Wert des Ausgaitggls nicht nur von dem
korrespondierenden Wert des Eingangssignals abhangidesoauch von dessen (kleiner)
Umgebung, heiRen die Operatoren auch lokale Operatoren.

Fur die Faltungsoperation ist auch eine Darstellung in Kura gebréauchlich, die als Fal-
tungssymbol einen Stern benutzt:

gn = (f*h), (3.79)

Zur Erlauterung des Faltungsprinzips sei als Beispiel @na@ f,, gewahlt, das stiickweise
konstant ist, und eine Funktidn,, die nur aus den beiden Werterl und —1 bestehen soll
(Abbildung 3.22).

f A f“n fHA
1 10
2- 2+ 2-
00 10 20n 00 10 20n 00 10 20n
f1*h A flo*h“ f«h 4
2- TR} 2-- 2--
0+ 0- 0
10 20 n 10 20 n 10 20n
24 24 24

Abbildung 3.22: Prinzip der Faltung als Uberlagerung einzelner Impulsantworten zur
Faltungsfunktion f x h

Das System reagiert beispielsweise auf den Abtastyyemit der Antwort f; = h, auf den
Abtastwertf;o mit f1o+h. Die Uberlagerung der einzelnen Antworten ist dann daskirige
der Faltungf = h. Die Faltung mit dem gewahlten, = {+1, —1} bewirkt, dass immer eine
Differenz gebildet wird und im Ausgangssignal nur dann eigrtidngleich Null erscheint,
wenn im Eingangssignal eine Differenz auftritt.

Die Anwendung der Gleichung 3.78 ist nun nicht auf die Fajtaimes Eingangssignals mit
Impulsantworten beschrankt, sondern stellt allgemeie dfdglichkeit zur Verkniipfung
von zwei Signalen dar. Die Funktidr, ist dann so zu wahlen, dass die Signalfofgein
der gewlinschten Weise verandert wird. In der Regel wjrgon kurzer Dauer sein, so dass
in Gleichung 3.78 nur tUber wenige Werte fitrzu summieren ist.

Die zur Berechnung der Faltung vghn und h,, auszufiihrenden Operationen sind wie bei
der Korrelation die Verschiebung des zweiten Signals, didtiMikation korrespondieren-
der Abtastwerte und die Summation der Produkte. Der Urtte@ddesteht darin, dass vor
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der Produktbildung eine Funktion an der Ordinate gespiegeiden muss. Auferdem ist
das Ergebnis der Faltung eine Funktion voand nicht von der Verschiebung. Zur Be-
rechnung der Faltung sind somit die folgenden Schritte#tbzen:

Durch Spiegeln voit,,, an der Ordinate entsteht ,,.

Um h,,_,, zu erhalten, wirch_,,, fir positiven nach rechts und fiir negative nach
links verschoben.

Korrespondierende Wertg,, undh,,_,, werden multipliziert. Die Anzahl der Produkte
ist gleich der Anzahl der von Null verschiedenen Werte kgn

Die Summation der Produkte ergibt einen Wert der Ausgamsion beig,, .

Im Gegensatz zur Korrelation ist die Faltung kommutativih.des ergeben sich gleichwer-
tige Ergebnisse fir:

o0 (oo}
Die Faltungsoperation hat weitere wichtige Eigenschaffangelten auch das Assoziativ-
und das Distributivgesetz. Zudem ist die Faltung versehigbinvariant.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass im Zusahamgmit dem fir die Si-
gnalverarbeitung sehr wichtigen Faltungstheorem, dasem Abschnitten 4.2 und 4.3.1
behandelt wird, auch eine andere Variante der Faltung ealle Rpielt, die so genannte
zyklische Faltung. Sie unterscheidet sich von der hieraaiiten Faltung dadurch, dass
die Funktionen periodisch fortgesetzt werden.

Faltung zeitkontinuierlicher Signale Wie schon im Zusammenhang mit der dirac-
schen Deltafunktior(¢) erwéhnt wurde, kann das Faltungsintegral

Ft) = /f(T)-(S(t—T) dr (3.81)

auch so interpretiert werden, dass jede Funkfign aus Impulsfunktionen aufgebaut wer-
den kann (vgl. Abschnitt 2.1.2, Abbildung 2.8). Wird dieskeiGhung verallgemeinert, so
ergibt sich die Faltung der Signafét) undh(t) als gemitteltes Produkt der gegeneinander
verschobenen Funktionen:

g(t) = /f(r)~h(t—7') dr (3.82)

Isth(t) die Impulsantwort eines Systems, so ist die Interpretat@rGleichung in &hnlicher
Weise moglich wie bei der Faltung zeitdiskreter SignalehD das Ausgangssignal eines
LTI-Systems ergibt sich aus der Faltung des Eingangssignélder Impulsantworh(t)
des Systems.
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Faltung zweidimensionaler diskreter Signale Die Faltung zweidimensionaler Si-
gnale kann mit dem Doppelstern als Faltungssymbol in eimfachen Gleichung darge-
stellt werden:

Gos = (fr5h), (3.83)

Dabei istg, , das Ergebnis der Faltung an der ortlichen Positiq@eilennummer) und
(Spaltennummer). Was im Fall zweier ortsabhéngiger Sgggahau zu tun ist, lasst sich
Ubersichtlich darstellen, wenn die zu verschiebende Fomki, ¢, auch Faltungs- oder Fil-
termaske oder Filtervorschrift genannt, viel kleiner as &ingangsbild, s gewahlt wird.
Es sei die GroBe der Filtermaskexm (tiblichm = 3,5,7...) undk = 1(m — 1). Dann
folgt fur die zweidimensionale Faltung:

m—1m—1
9z,s = Z Z fz+k—u,s+k—v : hu,v (384)
u=0 v=0
m—1m—1
9z,s = Z Z fszJru,skar'u ' h2k7u,2k7v (385)
u=0 v=0
In Gleichung 3.84 wird das Bilgf lokal zweimal gespiegelt und in Gleichung 3.85 die Mas-
ke h. Als Beispiel fur den Effekt der Faltung sei hier eine Fittetske gewahlt, bei der jedes
der neun Matrixelemente den Werhat. Die Maske und das zu faltende Eingangsbild sind
in Abbildung 3.23 dargestellt. Die Maske muss vor ihrer Andeng zweimal gespiegelt
werden, was jedoch fir das Beispiel nicht notwendig ist.

Filtermaske f1|1|1 1
HARR 5

HARAR

Abbildung 3.23: Ermittlung des Grauwertes gi50,350 = 226 als Teilergebnis einer
zweidimensionalen Faltung

Wie in der Abbildung angedeutet, wird zur Berechnung desuBestesg 50 350 im Aus-
gangsbild das Zentrum der Maske auf dem Bildpunkt mit denrdfioatenz = 150 und
s = 350 angeordnet. Innerhalb der Maske werden korrespondiebtdstwerte, hier die
9 Grauwerte des Eingangsbildes und die Werte der Maskeinauitder multipliziert und
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dann die Produkte addiert. Dieses Teilergebnis ist der\i&#y. ; im Ausgangsbild. Die
nachsten Grauwerte werden berechnet, indem die Maskeweilge (iber das Bild gescho-
ben wird.

Sowohl bei der eindimensionalen als auch bei der zweidiroraken Faltung gibt es ein
Problem an den Randern des zu faltenden Signals. In dersRsizxi zur Lésung des Pro-
blems verschiedene Verfahren gebréuchlich:

Weglassen des Randes (bei sehr groRen Bildern wenig agjffall
Ubernahme der Grauwerte vghn s in das neue Bildy, ,
periodische Fortsetzung des Bildes nach allen Seiten

3.4 Hauptachsentransformation

In Abschnitt 3.1.3 ist gezeigt worden, in welchem Zusamnaegtdie Grolien Informations-
gehalt und Korrelation stehen. Die Verringerung der Katieh ist als ein sinnvolles Ziel
signalverarbeitender Operationen abgeleitet wordenawsalem Zusammenhang in Abbil-
dung 3.12 ersichtlich ist, kann sie auf einfache Weise dDrethung der Koordinatenachsen
in Richtung der ,Hauptachsen* erfolgen, d. h. in Richtung gié3ten Streuung. Eine sol-
che Drehung ist deshalb sinnvoll, weil wir davon ausgehemkad, dass in Zufallssignalen
die relevanten Informationen dort vorhanden sind, wo digin&le ihre gré3te Varianz auf-
weisen. Die Vorschrift fir die Drehung der Achsen liefe ¢Hauptachsentransformation,
auch Karhunen-Loéeve-Transformation (KLT) oder Hauptkomgntenanalyse (engP.CA
— Principal Component Analydigenannt. Sie wurde im Jahre 1901 von Pearson vorge-
schlagen und 1935 von Hoteling als Berechnungsmethodeféimg. Basis flur die Aus-
fuhrung der Hauptachsentransformation sind die in der Kamamatrix nach Gleichung
3.45 zusammengefassten Varianzen und Kovarianzen delikoten Eingangsgrof3en. Die
Hauptachsentransformation dient nun dazu, diese Kowariatrix in eine neue Kovarianz-
matrix zu Uberfiihren, deren zugehdrige Messreihen odeal&aifgnale nicht mehr korre-
liert sind. Die Berechnung der neuen Kovarianzmatrix gtfdurch Multiplikation mit einer
Transformationsmatrix. Wir wollen die folgende Notaticeniitzen:

Fur alle Variablen gelte = 1,2,... Nundp =1,2,... M.

Eingangsgrof3en sind korrelierte Zufallsvektoren oder Messreihgn mit jeweils M
EIementenfl,M.

Die zugehorige Kovarianzmatrix iSOV (f) = Sy und hat die GroR&/ x N.

Das Ergebnis der Hauptachsentransformation ainchkorrelierte Zufallsvektoren oder
Messreihery, mit jeweils M/ Elementery, ,.

Die zugehorige Kovarianzmatrix iSOV (g) = S, und hat die GroR&V x N .

Die Tatsache, dass die Vektorgpnunkorreliert sein sollen, bestimmt das Aussehen der Ko-
varianzmatrixS,. Die Matrixelemente aul3erhalb der Hauptdiagonalen, dieaKanzen,
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mussen dann alle Null sein. Zur Erldauterung sind in Abbilgi@r24 drei verschiedene Ma-
trizen der Gro3&x2 und ihre geometrische Interpretation dargestellt, die sieln tGber
eine allgemeine Ellipsengleichung herleiten kann.

T
L
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>
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Abbildung 3.24: Geometrische Interpretation von verschiedenen Kovarianzmatrizen S

v
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Abbildung 3.24 a) zeigt den Fall, dass die Messwerte in &laadranten gleichmaiig ver-
teilt sind, also die Kovarianz zwischen den Messreihen dent Wull hat. Eine Drehung
der Koordinatenachsen wirde daran nichts &ndern. Da dipttiagonalelemente, die den
Varianzen entsprechen, den Wert Eins haben, ist die zugehgeometrische Figur ein
(Einheits-)Kreis. In der in Abbildung 3.24 b) dargestailti¥latrix sind die Kovarianzen
ebenfalls Null, die Varianzen aber unterschiedlich gro.2gehérige geometrische Figur
ist eine Ellipse. Eine Achse des Koordinatensystems félitder Hauptachse der Ellip-
se zusammen, das Koordinatensystem ist ,richtig“ ausigesticAnders liegt der Fall bei
Abbildung 3.24 c). Hier sind die Matrixelemente aul3erhadb ldauptdiagonalen ungleich
Null. Die zugehdrige Ellipse liegt schrag im Koordinatestgyn. Durch eine entsprechen-
de Drehung kdnnen die den Kovarianzen entsprechendenxelatriente zu Null gemacht
werden.

Die Beziehung der Uiber die Operation der Hauptachsentranafion verbundenen Kova-
rianzmatrizen ist durch die folgende Gleichung gegeben:

S,=KLT-S; - KLT! (3.86)

Die Matrix K LT ist die Transformationsmatrix fir die Hauptachsentramsédion. Da sie
orthogonal ist (vgl. Abschnitt 3.8.2), kann fiir die inveMatrix K LT~ die transponierte
verwendet werden:

S,=KLT -S; - KLT' (3.87)

Fur die Berechnung der Transformationsmatkdd.T" wird die Tatsache ausgenutzt, dass
die KovarianzmatrixS, genau dann nur aus Hauptdiagonalelementen besteht, wenn di
Zeilen der Matrix i LT die Eigenvektoren voi$'s sind. Die Hauptdiagonalelemente der
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Matrix S, sind dann die Eigenwerte, der Matrix.Ss:

M 0O - 0
R 0 (3.88)
0 0 - Ay
Fir die Eigenvektorei®'V',, einer MatrixS; gilt:
S;EV,=\EV, (3.89)

Die Multiplikation der Matrix.S y mit dem Eigenvektol=2V ,, ergibt einen Vektor, der die-
selbe Richtung hat wig&'V',,, aber um den Faktaok,, den Eigenwert dieses Vektors, von
dessen Lange abweicht. Bei einéix N gro3en Kovarianzmatrix existierévi verschiede-
ne Eigenwerte\,,. Zur Bestimmung der Eigenwerte wird Gleichung 3.89 umgafor

S;EV,—-X, EV,=0 oder (S;—)\, E)-EV,=0 (3.90)

DabeiistE die Einheitsmatrix. Die Gleichung 3.90 ist I6sbar, wennfdlgende Bedingung
erfullt ist

det(S; — A E) =0 (3.91)
oder ausfinhrlich:
S11—A S1,2 s Si.n
52.’1 52’2.7 A ' SQ_’N =0 (3.92)
SN Sn2 0 Snn—A

Aus dieser Gleichung ergeben sidh verschiedene Eigenwertg,, die als Hauptdiago-
nalelemente der Matri§, tiblicherweise der Gro3e nach angeordnet werden. Wirih
die Gleichung 3.90 eingesetzt, so kénnen die Eigenvektoeeechnet werden. Da wir eine
orthogonale MatrixiK LT berechnen wollen, kann noch die zusétzliche Bedingungeeing
fuhrt werden, dass die Lange der Vektoren jeweils Eins ig. d@gebenenfalls skalierten
Eigenvektoren sind dann die Zeilen der gesuchten M&rikT

EVT(\)

KLT = BV (%)
= _ (3.93)

EVT (\y)

Ziel der Hauptachsentransformation ist nun aber nicht dihnung der zg,, gehdrenden
Kovarianzmatrix, sondern die Entkorrelierung der Zukitisale f,, durch Drehung des
Koordinatensystems. Di&/ Elemente der entkorrelierten Zufallsvektorgn konnen mit

der folgenden Gleichung berechnet werden:

T
Gy =EVT(\)- Jig feu o fNJ (3.94)
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Der transformierte Zufallsvektay, liegt im gedrehten Koordinatensystem auf der Haupt-
achse, d. h. der Koordinate in Richtung der gréf3ten Variangehdrig zum Eigenwert;
(Abbildung 3.25). Der Vektoy, zeigt in die Richtung der zweitgré3ten Varianz usw. Die
Hauptachsentransformation erhéalt die Varianz, d. h., dimi8e der Varianzen ist vor und
nach der Drehung der Koordinatenachsen gleich.

Bei stark korrelierten Signalefiwerden die Eigenwertg, mit wachsendem Indexrasch
abnehmen. Werden nun an Stelle der urspriinglich vorhand®&nkorrelierten Zufallssi-
gnalef, ... f nur nochR unkorrelierte Zufallssignalg; ... gz mit R < N verwendet,

so gewabhrleistet die KLT einen minimalen quadratischenoRskuktionsfehler. Der mitt-
lere quadratische Fehld?? (), R) ist gleich der Summe der vernachl&ssigten Eigenwerte
A

N
E°(\MR)= > A (3.95)
v=R+1
Um die Auswirkung der Eliminierung eines Eigenvektors ditativ zu erfassen, wird hau-
fig nicht der absolute Fehler angegeben, sondern ein resafighlermal3:
A
N

> A

v=1
Die Bezugsgrofe im Nenner ist die Spur der Kovarianzmaigixalso die oben genannte
Summe der Varianzen.

B (A) = (3.99)

Die Hauptachsentransformation wird auch als problem- pdezessabhangige Transfor-
mation bezeichnet, da die Transformationsmatrix an digstisthen Eigenschaften des si-
gnalgenerierenden Prozesses angepasst wird. Aus digsacia folgt auch die wichtigste
Eigenschaft der KLT, namlich die optimale Entkorrelierwtay Eingangsgréen. Ein Nach-
teil dieses Werkzeugs der Signalverarbeitung ist der féiBdirechnung der Transformati-
onsmatrix notwendige Aufwand.

Die Auswirkung der Hauptachsentransformation auf koer&di Zufallsvektoren ist in Ab-
bildung 3.25 an einem Beispiel illustriert. Die korrelemtSignale sind die Luft- und Was-
sertemperaturen aus Abbildung 3.10.

Zur Anpassung an Gleichung 3.94 werden sie fijitund f, bezeichnet. Ebenfalls abge-
bildet ist das Koordinatensystem der entkorrelierten &g, undg,. Fir die mit 92,4%
stark positiv korrelierten Temperaturen ergibt sich folde orthogonale KLT-Matrix:

— lo,n?? 0,6859]

—0,6859 0,7277

Die Hauptachsentransformation kann auch fir korreliettgabhéngige Signale vorteilhaft
eingesetzt werden. Zur Anwendung kommt sie in der Bildym#nng beispielsweise zur
Entkorrelierung der RGB-Farbkanéle. Hier soll ein andeBesspiel vorgestellt werden,
namlich die Anwendung der Hauptachsentransformation #dsignalkompression.

Die Abbildungen 3.26 a) bis d) sind folgendermal3en entglandon einem Originalbild
(s. Abbildung 3.8) mit je 256 Zeilen und Spalten sind die &eihls Zufallsvektoren mit
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v

—h
fly

Abbildung 3.25: Abhangigkeit der Wassertemperatur f, von der Lufttemperatur f, aus
Abbildung 3.10 im ursprunglichen Koordinatensystem (f1, f2) und in dem
durch die Hauptachsentransformation gedrehten Koordinatensystem

(91,92)

256 Elementen interpretiert worden. Fir die Zufallsvedtokann eine Kovarianzmatrix
berechnet werden, deren Elemente Auskunft tiber ihre wisgiige Ahnlichkeit geben.
Aus der Kovarianzmatrix wurden nach Gleichung 3.91 die &iggrte und mit Gleichung
3.89 die Eigenvektoren berechnet. Abbildung 3.27 zeigtddie Gr63e nach geordneten
Eigenwerte in Abhangigkeit von der laufenden Nummer.

Mit den Eigenvektoren kann nach Gleichung 3.93 die Tramsétionsmatrixi LT gebil-
det werden. Mit Gleichung 3.94 kénnen wir 256 nunmehr urédaarte Bildzeilen berech-
nen und daraus das neue ,Bild" als Grundlage fur eine Bildh@®ssion zusammensetzen.
Die erstenR Zeilen (hier exemplariscli® = 2, 10, 20 und40) dieses Bildes bleiben unver-
andert, in den Ubrigen Zeilen werden die 256 Matrixelemduateh das jeweilige arithmeti-
sche Mittel ersetzt. Gespeichert bzw. Gibertragen werden dar die ersteii® Zeilen dieser
Matrix und der Teil der KLT-Matrix, der zur Ruicktransforriat bendétigt wird. Die Abbil-
dung 3.26 zeigt die Ergebnisse der Ricktransformationiéiverschiedenen Weri@.

3.5 Rangordnungsoperatoren

Signalverarbeitende Systeme lassen sich, wie in Absch@itjezeigt wurde, in lineare und
nichtlineare Systeme einteilen. Alle bisher behandeltenfaiiren hatten die Eigenschaft der
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Abbildung 3.26: Riickgewinnung eines Bildsignals nach Kompression
Komponentenanzahl a) 2, b) 10, ¢) 20 und d) 40

<V

0 50 100 150 200

Abbildung 3.27: Eigenwerte ), der Kovarianzmatrix der Bildzeilen von Abbildung 3.8 in
Abhangigkeit von ihrer laufenden Nummer v
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Linearitat. Rangordnungsoperatoren gehdren nun zu dgyp@rder nichtlinearen Operato-
ren. Das bedeutet, dass die in Gleichung 2.23 angegebeaaritiisbeziehung nicht gilt.

Das Verhalten des Systems ist jetzt abhangig vom Eingagrgasind das Ausgangssignal
enthalt neue Frequenzen.

Rangordnungsoperatoren sind wie die Faltung lokale Operiat weil zur Berechnung ei-

nes Wertes im Ausgangssignal der korrespondierende WekHingangssignal und seine
Umgebung herangezogen werden.

Eindimensionale diskrete Rangordnungsoperatoren Die Anwendung von Rang-
ordnungsoperatoren erfordert die Definition einer Nachtizaft/V,, des Abtastwertegy,
die in die Berechnung einbezogen werden soll:

Nyt = fryu (3.97)

mit © = 0,41,--- = m und der Anzahl der Nachbat®/ = 2m + 1. Die Elemente der
Nachbarschaft werden der Grof3e nach geordnet:

Rk:7'1,7”2,...,rM (398)

mitr, € Ny, v =1,2,... M undr, < r,,;. Auf diese Rangordnung kdnnen nun ver-
schiedene Operatorenangewendet werden:

gk = ¢ (R) (3.99)
Die wichtigsten sind in der folgenden Tabelle zusammersgptfa

Operator Bezeichnung Wirkung

0 (Rg) =1 Erosion Verkleinerung der Abtastwerte

¢ (Ry) = r(m+1)/2  Median Beseitigung punktueller Stérungen

©(Rg) =rum Dilatation VergréRerung der Abtastwerte

e(Rg)=rpy—r1 — Erkennung grofR3er Differenzen im Eingangssig-
nal

Bei allen Rangordnungsoperatoren ist das Ausgangssignedranktion der nach dem Rang
— der Grol3e — geordneten Abtastwerte des Eingangssigniagot® ihre algorithmische
Struktur gleich ist, sind die Auswirkungen, wie in AbbildyB8.28 gezeigt ist, jedoch unter-
schiedlich.

Wegen der besonderen Bedeutung fiir die Signalverarbegtath@uf den Medianopera-
tor etwas ausfihrlicher eingegangen werden. Der Mediain isiner Rangfolge mit einer

ungeraden Anzahl von Abtastwerten der Wert in der mittld?enition. Bei einer geraden
Anzahl von Werten wird das arithmetische Mittel der beidettlenen Abtastwerte gebil-

det. Die Definition ist aber auch Uber das kumulative Hisdogn mdglich (vgl. Abschnitt

3.1.2). Dieses wird mit allen Werten der durch Gleichungr 3i@finierten Nachbarschaft
von fi, berechnet. Fir den Median gilt dann:

Fryy =05 (3.100)

2
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a) b)
fi A gi A
201 201
107 107
0- 0+
0 10 20 i 0 10 20
c) d)
gi A gi 4
20T 207
107 107
0- 0-
0 10 20 i 0 10 20 |

Abbildung 3.28: Effekte von Rangordnungsoperatoren (M = 3) auf ein eindimensionales
Signal
a) Eingangssignal und b) Ausgangssignal nach Erosion
¢) nach Medianoperation und d) nach Dilatation

Der zur relativen Summenhaufigkeit vorb gehorige Wertr (/1) /2 ist der Median und
wird dem Ausgangssignal. zugeordnet. Diese Zuordnung wird so oft ausgefuhrt, bés all
Werte fur das Ausgangssignal berechnet sind.

Bei allen Rangordnungsoperatoren gibt es zu Beginn und ate Has Signals Probleme.
Sie kdnnen ahnlich geldst werden wie bei der Faltung, d. tchdWeglassen des Randes,
Ubernahme der Randwerte des Eingangssignals in das Aussignal oder durch periodi-
sche Fortsetzung des Eingangssignals.

Auf die Eigenschaft der Nichtlinearitat der Rangordnumgsatoren ist schon hingewie-
sen worden. Eine weitere Eigenschaft der Medianoperastasterr Erhalt von Spriingen im
Signal. Da dem Ausgangssignal prinzipiell keine neuen &\eugeordnet werden, kdnnen
sie nicht ,verschliffen“ werden, sondern bleiben erhaltéfie Abbildung 3.28 c) zeigt, ist
jedoch eine Unterdriickung von Stérungen moglich, die nuzeitig auftreten.

Zweidimensionale Rangordnungsoperatoren Auch bei der Anwendung von Rang-
ordnungsoperatoren auf zweidimensionale Signale, alkteBimuss eine Nachbarschaft
definiert werden. Sie wird Ublicherweise Uber quadratideaester der Gro38x3 oder
5x5 festgelegt. Die Grauwerte in diesen Fenstern werden naelclging 3.98 in eine
Rangfolge gebracht. Anschlie3end wird je nach gewilinseébparation der entsprechen-
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de Grauwert ausgewahlt und der korrespondierenden RogiticAusgangssignal, einem
neuen Bild, zugeordnet.

Erosion Die Erosion kann angewendet werden, um Rénder von Objekiteh dbtragen
zu glatten. Dieser Effekt ist dann zu erzielen, wenn das Kdlgimen hoheren Grauwert als
der Hintergrund hat, d. h., das Objekt heller als der Hinterd ist. In diesem Fall wird der
aktuelle Bildpunkt im Ergebnisbild nur dann den Grauwer @djekts erhalten, wenn alle
Grauwerte des quadratischen Fensters zum Objekt gehéren.

Die Erosion kann auch auf Binarbilder angewendet werdeh Algschnitt 3.6). Als Bei-
spiel istin Abbildung 3.29 a) ein binarisiertes Bild dargdls. Abbildung 3.29 b) zeigt, dass
sich im Bild durch die Erosion dunkle Flachen auf Kosten ddlem ausdehnen.

Abbildung 3.29: Effekte von Rangordnungsoperatoren auf ein zweidimensionales Signal
a) Eingangssignal
b) Ausgangssignale nach Erosion und c¢) nach Dilatation

Dilatation  Die Glattung von Randern kann nicht nur wie bei der Erosiacldédbtragen
der Unebenheiten, sondern auch durch Auffillen der LickealdDilatation erfolgen. Hat
das Objekt wieder einen héheren Grauwert als der Hintedgrsm wird der aktuelle Bild-
punkt im Ergebnisbild immer dann den Grauwert des Objekialten, wenn mindestens
ein Grauwert des Fensters zum Objekt gehort.

Der Effekt bei Binarbildern ist in Abbildung 3.29 c) illuggrt. Man erkennt, dass sich bei
der Dilatation helle Flachen zu Lasten der dunklen ausdehne

Medianoperation  Die Medianoperation wird bei Bildern dann angewendet, wsien
durch singular auftretendes Rauschen gestort sind un#ditdn erhalten bleiben sollen.
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Um den Effekt zu verdeutlichen, ist dem in Abbildung 3.30 ajgestellten Originalbild
so genanntes Salz-und-Pfeffer-Rauschen hinzugefigtemoiurch die Medianoperation
entsteht das in Abbildung 3.30 b) dargestellte Bild.

a): b)

%

Abbildung 3.30: Effekt des Medianoperators auf ein zweidimensionales Signal
a) Eingangssignal mit Salz-und-Pfeffer-Rauschen
b) Ausgangssignal nach Medianoperation

In der Bildverarbeitung werden die verschiedenen Rangorgsoperatoren auch nachein-
ander ausgefihrt. Die Verknupfung bewirkt, dass z. B. denatemonstrierte Glattung von
Réandern auch unter Erhalt der Flache vorgenommen werden Kendie Form von Ob-
jekten im Vordergrund dieser Operationen steht, heiReawsié morphologische Operato-
ren. Sie werden dann vorteilhaft eingesetzt, wenn die 8tjaines Bildes vom Nutzsignal
gut zu unterscheiden ist oder Wissen Uber die Form des Nu&lsi eingebracht werden
kann. Wird eine Erosion von einer Dilatation gefolgt, hed®t morphologische Operator
Offnungsoperator (englopening. Vom SchlieRen (englclosing spricht man, wenn der
Dilatation eine Erosion folgt.

3.6 Schwellwertoperatoren

Schwellwertoperatoren sind wie die Rangordnungsoperatoichtlinear. Dem Ausgangs-
signal werden Werte zugewiesen, die von einem Schwelldvabhangig gemacht werden.
Der Effekt kann sehr verschieden sein und hangt ganz vonugeiBungsoperation ab. Er
soll hier an zwei Beispielen demonstriert werden: an dett@§ eines eindimensionalen
Signals und an der Binarisierung eines Bildes.

Glattung  Ein Signal, das in einem Vektgf der LangeN zusammengefasst ist, soll ge-
glattet werden. Das gegléattete Signalgdbie Glattung erfolge tber die folgenden Schwell-
wertoperationen:
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setzeg, = fi

furk=2,3,...N
a) wennfy —6 < g, 1 < fi + 0, dann setzgy = gr1
b) wenng;_1 < fir — 6, dann setze, = fr — 0

NN DN e

Cc) wenng,_1 > fi + 6, dann setze, = fi + 0

Die Operation beginnt mit der Ubernahme des ersten Wertegfvn die geglattete Folge
g. Dann wird fir den Fall a) der zweite Wert der neuen Folgecbleiem ersten Wert der
neuen Folge gesetzt, wenn der zweite Wert yarur in den Grenzen vo#tf abweicht. Fir
den Fall, dasgy_; signifikant kleiner alsf;, ist (festgelegt durch die Schwelty, erhalt
gi. einen Wert zugewiesen, der uirkleiner alsfy, ist, d. h., der Anstieg wird verlangsamt
(Fall b). Entsprechendes gilt fiir ein abfallendes Signall(€). Abbildung 3.31 zeigt an
einem eindimensionalen Signal die Wirkung des hier besbkrien Schwellwertoperators
fur verschiedene Werte vah

f 9 6=3
20 20
10 10
0 0 10 20 i 0 0 10 20 i
g 6=5 g 6=8
20 20
10 10
0 0 10 20 i 0 0 10 20 i

Abbildung 3.31: Effekt der Glattung eines eindimensionalen Signals durch eine

Schwellwertoperation

Binarisierung  Die Binarisierung ist eine nicht nur in der Bildverarbeigusehr haufig
angewendete Operation. Dabei wird ein Bild, das z. B.2&6Grauwerten besteht, so mo-
difiziert, dass es nur noch zwei verschiedene Grauwerteastfyin der Rege) fur Schwarz
und1 fur Weil3. Das sehr nahe liegende Verfahren, ndmlich allew®erten unterhalb von
128 den Wert0 und den restlichen den Wettzuzuweisen, wird nicht immer zu einem
befriedigenden Ergebnis fihren (Abbildung 3.32).

In der Praxis wird deshalb die Binarisierungsschwelle uBtglicksichtigung der relativen
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a)

Abbildung 3.32: Effekt der Binarisierung eines Bildsignals mit verschiedenen
Schwellwerten
a) 50, b) 100 und c) 150

Haufigkeiten der einzelnen Grauwerte festgelegt, die destogiamm eines Bildes ent-
nommen werden kann. Ist das Histogramm bimodal, d. h., wesigiwischen zwei lokalen
Maxima ein Minimum auf, so wird dieses Minimum als Schweltingewahlt. Histogramme
sind dann bimodal, wenn die zugehorigen Bilder einen deheh Vorder- und Hintergrund
besitzen. Das objektiv festzustellen, ermdglicht die Beneing des Anisotropiekoeffizien-
tena. Diese Maf3zahl gehort zu den auf S. 78 vorgestellten Forramafid ist ein Quotient
aus zwei Entropien:
9med
-2 pg ldpg
P — (3.101)

Gmax

- pg ldpg
g=0

Bilder mit deutlichem Vorder- und Hintergrund haben ein~ 0,5. Ist das Histogramm
nicht bimodal, so kann ein interaktives Verfahren gewaldtden, bei dem der Anwender
das Binéarbild subjektiv beurteilen und danach die Schwieldegen kann.

3.7 Signalfilterung

In der Analogtechnik ist die Signalfilterung ein sehr haufgwendetes Verfahren der Si-
gnalverarbeitung, mit dem vielféltige Wirkungen erziektnden kénnen. Durch Analogfil-
terung wird Rauschen unterdriickt, die Bandbreite begretitende Frequenzen werden
eliminiert, Messwerte geglattet, Signalliicken gescldnsein Trend im Signal hervorgeho-
ben u.v.m. Die sehr breit gefdcherten Anwendungen lassemodté eine kurze Charakte-
risierung der Analogdfilterung zu: Filterung ist die freqmabhhangige Bewertung von Am-
plitude und Phasenwinkel eines Signals. Die Wirkung derlégfédterung lasst sich also in
der spektralen, d. h. frequenzabhéangigen Darstellung ulddternden Signals am besten
beschreiben und ausfiihren.
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Fir digitale Signale werden digitale Filter bendtigt. Dexturf und die Implementierung
von digitalen Filtern gilt als das klassische Anwendungsgteder digitalen Signalverarbei-
tung. Obwohl die Theorie sehr viel dlter ist, haben erstrdaein 1980er Jahren entwickelten
Signalprozessoren zu einer breiten Anwendung beigetr&gerspezialaufgaben sind heu-
te integrierte Schaltkreise auf dem Markt. Einfache Filtégaben kénnen aber auch mit
einem Rechner geringer Leistungsfahigkeit geldst werden.

Im Unterschied zur Analodfilterung kann die digitale Filteg nicht nur im Frequenzbe-
reich, sondern ebenso im Zeit- oder Ortsbereich ausgefignden. Die theoretische Ver-
knipfung beider Verfahren stellt das Faltungstheorem ygr Abschnitt 4.2). Es besagt,
dass eine Multiplikation im Frequenzbereich — also die @pen, die bei einer Filterung
auszufuhren ist — einer (zyklischen) Faltung im Zeitberedatspricht. Da die hier zu be-
handelnden Werkzeuge der Signalverarbeitung in WerkzdegeZeit- oder Ortsbereichs
und Werkzeuge des Spektralbereichs unterschieden wesitehdas Werkzeug Filterung
folglich zweimal behandelt, als Filterung im Zeit- oder §hrtreich in diesem Abschnitt und
als Filterung im Spektralbereich im Abschnitt 4.4.

Ein lineares zeitinvariantes digitales System kann eitierking im Zeitbereich ausfih-
ren. Es besteht typischerweise aus Verzogerungsglietirhiplizierern und Addierern.
Wir wollen uns der in der Literatur Ublichen Systematisigguder Filter in rekursive und
nichtrekursive Filter bzw. Filter mit endlicher oder unéalder Impulsantwort anschlielen
(FIR-Filter, engl.:finite impulse responsélR-Filter, engl.:infinite impulse respon3eBis
auf einen — eher theoretischen — Ausnahmefall haben nialnts&e Filter eine endliche
und rekursive Filter eine unendliche Impulsantwort. Wieataus der Bezeichnung zu ent-
nehmen ist, besitzen die rekursiven Filter (mindestemgreRickfihrungspfad. Dadurch
ist das Ausgangssignal, die Filterantwort, nicht nur algigimom Eingangssignal, sondern
auch von den vom Filterausgang riickgefuhrten Anteilen desgAngssignals. Die unend-
liche Impulsantwort der rekursiven Filter hat ihre Ursagheieser Ruckfuhrung und be-
deutet, dass eine (diskrete) Impulsfunktion am Eingand\asgangssignal mit unendlicher
Dauer zur Folge hat. Die nichtrekursiven Filter haben k&iekfiihrungen, die Filterant-
wort ist nur abhangig von den Signalwerten am Filtereingang

Zu unterscheiden ist grundsatzlich immer zwischen der y¥selund der Synthese eines
digitalen Filters. Bei der Filteranalyse wird ein digital8ystem hinsichtlich seiner Filterei-
genschaften untersucht. Diese Aufgabe ist geldst, wenfreti@enzabhéngige Bewertung
der EingangsgrofRe gefunden ist. Bei der Filtersyntheseenidie Anforderungen an das
Filter formuliert und ein Filterentwurf ausgefihrt werd&iir den Filterentwurf gibt es eine
sehr umfangreiche Theorie und zahlreiche, an den Anfondemuder Praxis orientierte Ent-
wurfsverfahren. Hier sollen nur die Mdglichkeiten der &ilieschreibung und das Prinzip
des Filterentwurfs vorgestellt werden.

Nichtrekursive digitale Filter Bei nichtrekursiven digitalen Filtern (FIR-Filter) sind
das Eingangssigndl, und das Ausgangssignag} Uber eine Gleichung verknipft, die die
Form der diskreten Faltung hat:

N-1
k=0
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Die Koeffizientend;, werden Filterkoeffizienten genannt. Zur Berechnung deggangs-
signals werden die Eingangswelfg also mit den Filterkoeffizienteh,, gefaltet. Ist das
Eingangssignal der diskrete Einheitsimpuls, so bilderFdterkoeffizienten das Ausgangs-
signal. Die Filterkoeffizientem,, sind die diskrete Impulsantwort. Die Anzahl der in die
Berechnung eingehenden Werte vinbestimmt die Ordnung oder den Grad des Filters.
Mit der Anzahl N der Summanden in Gleichung 3.102 ist die Filterordnung it 1
festgelegt. D. h., dass naéh Takten kein Einfluss des Eingangssignals auf das Ausgangs-
signal mehr vorhanden ist. Beispielsweise miissen bei Eilterordnung vonN — 1 = 4

zur Berechnung eines Ausgangswegginf Summanden gebildet werden:

gn = b4fn74 + b3fn73 + b2fn72 + blfnfl + bOfnfo (3103)

In Abbildung 3.33 ist die Ermittlung eines AusgangswertasmGleichung 3.103 grafisch
veranschaulicht.

fn A

v

Abbildung 3.33: Ermittlung eines Ausgangswertes g, fUr ein nichtrekursives Filter
4. Ordnung nach Gleichung 3.103

Neben der Beschreibung der digitalen Filterung durch ealaiffgsgleichung gibt es eine
Reihe weiterer Beschreibungsmaéglichkeiten. Dazu gehdasrBlockdiagramm, die Uber-
tragungsfunktion, die Impulsantwort und die Zustandstiiengen. Das Blockdiagramm fir
das Beispiel aus Gleichung 3.103 ist in Abbildung 3.34 ggzei

Die Ubertragungsfunktion wurde bereits in Abschnitt 2.@geifiihrt. Sie beschreibt das
Verhalten eines digitalen Systems Uber das Verhaltnis vasgangs- und Eingangssignal
in Abhangigkeit von der (Kreis-)Frequenz. Bei LTI-Systengglt die Besonderheit, dass
bei einem harmonischen Eingangssignal ein Ausgangssigteéranderter Amplitude und
verandertem Winkel, aber derselben Frequenz zu erwatteWiisl fur f,, eine komplexe
harmonische Schwingungp(jwnTa) mit Tp als Abtastintervall angenommen, dann gilt



3.7 Signalfiterung 117

Abbildung 3.34: Blockdiagramm eines nichtrekursiven Filters 4. Ordnung nach Gleichung
3.103

fur einen Wert des Ausgangssignals:
N-1
gn =Y by R (3.104)
k=0

Fur die UbertragungsfunktioH (w) als Verhéltnis von Ausgangs- zu Eingangssignal ergibt
sich:

N-1 4
Z bk ejw(n—k)TA N_1
H(w) = k=0 = bk eijWkTA = f (wa Na bk: TA) (3105)

ejwnTA
k=0

Die Ubertragungsfunktion ist frequenzabhangig und awerabhangig von der Filterord-
nung, den Filterkoeffizienten und dem Abtastintervall. @ieichung 3.105 zeigt, dass
H(w) als Fouriertransformierte der Filterkoeffizientgp interpretiert werden kann (vgl.
Abschnitt 4.2). DaH (w) eine komplexe GroRe ist, erfolgt die grafische Darstelluipi G
cherweise getrennt nach Betrag und Winkel, also als Ang#itgand H (w)| und Phasen-
gangZ(H (w)). Die Ubertragungsfunktion hat damit auch die Eigenschadtaer Fourier-
transformierten. Die wichtigsten sind:

H(w) ist eine periodische Funktion mit der Peridtie/Tx.
H(w) und H(—w) sind konjugiert komplex.
|H (w)| ist eine gerade Funktion.

~— —

Da H(w) und by, Uber die Fouriertransformation zusammenhéngen, liefegedauch die
Gleichung zur Berechnung der Filterkoeffizienten (s. Gleity 4.39):

7/ Th
/ H (w) e/“Fr dy (3.106)

77\'/TA

T o

bi,
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Bei N Filterkoeffizienten, die bezlglich eines Zentralkoefiitenb, symmetrisch sind, ist
H(w) reell und es ergeben sich einfache Verhaltnisse:

N-1

) . N -1
H(w) = Z b e I@k=ATh mit » = —5 (3.107)
k=0
H(w)=H(~w) =b,+2) by cos (wkTn) (3.108)
k=1
Die Filterkoeffizienterb,, sind in diesem Fall reell:
7T/TA
T
L / H () cos (whTa) dw (3.109)
™

0

Ist die Ubertragungsfunktiofl (w) gegeben, so steht mit Gleichung 3.109 eine Vorschrift
zur Berechnung der Filterkoeffizienten zur Verfligung.

Zur Erlauterung des Zusammenhangs zwischen den einzelritef® soll ein einfaches
Zahlenbeispiel dienen, und zwar eine Glattung nach dercYoifs

gn = % (fn—2 + fn—l + fn) (3110)

Diese Vorschrift heif3t auch Bildung des gleitenden Mitetis (engl.:.moving average
Aus der Gleichung kénnen die symmetrischen Filterkoefiiga unmittelbar abgelesen
werdenby = by = bQ. = % Die Ubertragungsfunktiofil (w) ist reell, die Filterordnung ist
N — 1 = 2. Fur die Ubertragungsfunktion folgt nach Gleichung 3.108:m= 1:

1
H(w)=b1+2Y biykcos(wkTp) =
k=1

(14 2cos (wTn)) (3.111)

Wl =

Abbildung 3.35 zeigt den Verlauf dieser reellwertigen Ukmgungsfunktion.

In der Signalverarbeitung ist es oft niitzlich, das Verhmitiealer Systeme zu studieren, um
tatsachlich erreichbare Systemeigenschaften daran zeemeBei den digitalen Filtern ist
der ideale Tiefpass von besonderem Interesse. Ein ideigfrass lasst die tieffrequenten
Anteile eines Eingangssignals bis zu einer Grenzfrequgnmgehindert passieren, fir alle
Signalanteile hoherer Frequenz ist das Filter gespemts@ches Verhalten kann durch eine
rechteckféormige Ubertragungsfunktion beschrieben we(ddbildung 3.36).

Zur Berechnung der Filterkoeffizienten muss die UbertrggfumktionH; .1 (w) zwischen
den Nyquistkreisfrequenzen (s. Abschnitt 2.3, Gleichurd@P+r /T betrachtet werden.
Da sie eine gerade Funktion ist, kbnnen die Filterkoeffteemit Gleichung 3.109 berech-
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|H ((x))|“ DH(() )A
H (w) 44+
T[__ ........................ —
24
0 } } > 0 . . } >
M 3
0 1 2:TN wT, 0 1 2 3 wrl,
3 -~

Abbildung 3.35: Betrag und Winkel der Ubertragungsfunktion H (w) eines nichtrekursiven
Tiefpasses 2. Ordnung mit symmetrischen Koeffizienten nach Gleichung

3.110
H(w) 4
1
i-[ -0, 0 +Q, ﬁ (:)
Ta Ta
Abbildung 3.36: Ubertragungsfunktion eines idealen Tiefpasses
net werden:
7T/TA
T
by = — Higeal (w) cos (wkTp) dw
71'
0
wy 7/ Ta
Ta
= — [ 1 cos(wkTp) dw + 0 cos (wkTp) dw
m
0 wg
T,
= YA kT = 279 <27rkfg> (3.112)
m fa Ia

Die Filterkoeffzienten sind also gewichtete Werte eineal8pnktion (s. Gleichung 2.13),
in deren Argument das Verhéltnis von der Grenz- zur Abtagtfenz bestimmend ist. Das
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Ausgangssignal ergibt sich nach Gleichung 3.102 aus déurfepter Filterkoeffizienten
mit den Eingangswertefi,:

N-1 w TA N-1
Gn =Y b for= 97T > si(wghT) fok (3.113)
k=0 k=0

Werden die Filterkoeffizienten des idealen Tiefpasses énGleichung 3.108 eingesetzt,
so ergibt sich eine reelle Ubertragungsfunktion, die in &iigkeit vonN einen realen
Tiefpass beschreibt:

- , N-1
142 si(wg(z + k)Ta) cos (wWkTp)| mit 2= —5— (3.114)
k=1
Fir N — oo wird die Rechteckfunktion durch Spaltfunktionen angemétiér endliche
Werte vonN erfolgt die Naherung an ein Rechteck im Sinne des kleinstegtischen
Fehlers. Abbildung 3.37 zeigt fur eine Abtastfrequenz %06 Hz und eine Grenzfrequenz
von 50 Hz einige Ubertragungsfunktionen in Abh&ngigkeit von detefdrdnung.

H(w)

™

IH (w)[ 4

ge v

Abbildung 3.37: Betrag der Ubertragungsfunktionen nichtrekursiver realer Tiefp4sse nach
Gleichung 3.114 fur drei Filterordnungen N = 5,10, 30 (wg/wa = 10%)

Rekursive Filter  Die in einem rekursiven Filter (IIR-Filter) vorhandenendRfiihrun-
gen bewirken, dass das Ausgangssignal nicht nur vom Eisganal, sondern auch von
zeitlich zurickliegenden, bereits berechneten WertenAdesgjangssignals abhangt. We-
gen der in der Regel unendlichen Impulsantwort der rekerskilter bedarf der Entwurf
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besonderer Sorgfalt, um die Stabilitét des Filters zu gelwiiten. Die Gleichung zur Be-
rechnung des Ausgangssignals ist eine Erweiterung detrekehrsiven Filterung nach Glei-
chung 3.102:

N—-1 M
gn = Z bk fnfk - Zak In—k (3115)
k=0 k=1

Durch die zweite Summe werden die zuriickliegenden Ausgeergs in die Berechnung
des aktuellen Ausgangswertes einbezogen. Die Gleichugy ziass die nichtrekursiven
Filter als Sonderfall der rekursiven betrachtet werdemilein bei dem alle Filterkoeffizien-
tena;, Null sind.

Die Gleichung 3.115 kann vorteilhaft in symmetrischer Fgeschrieben werden, indem
dem Ausgangswert, der Filterkoeffizientiyo = 1 zugeordnet wird:

M N—-1
>tk gnk=> bifax Mt ag=1 (3.116)
k=0 k=0

Abbildung 3.38 zeigt fulM = 2 und N = 5 das Vorgehen zur Berechnung eines Wertes
des Ausgangssignals.

A
fy

A\ 4

v

gn—Z gn—l gn n

Abbildung 3.38: Ermittlung eines aktuellen Wertes des Ausgangssignals g,, fir die
rekursive Filterung nach Gleichung 3.115

Bei der Darstellung der rekursiven Filterung als Blockd#agm ist die Erweiterung des
nichtrekursiven Filters nach Abbildung 3.34 um die Ruckéiitgen erforderlich (Abbildung
3.39).

Die Ubertragungsfunktion rekursiver Systeme wird in deetatur gewohnlich tber die-
Transformation abgeleitet, die die diskrete Fouriertiamsation als Sonderfall enthalt. Da
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cfn

SRR

Abbildung 3.39: Blockdiagramm eines rekursiven Filters nach Gleichung 3.115

gn-4 gn-3

die Beschreibung digitaler Systeme hier lediglich mit Bi#nzengleichungen erfolgt, sei
zum Studium dee-Transformation auf die Literatur verwiesen, z. B. [7, I0&nach ergibt
sich die UbertragungsfunktioH (w) zu:

N-1 )
bk e—jwkTA

H(w) = —=0 (3.117)

M
14+ > a e IwkTa
k=1

Wie bei den nichtrekursiven Filtern ist die Ubertragungtion eine periodische Funktion
mit der Perioder /T und ihr Betrag H (w)| ist eine gerade Funktion.

Fur den einfachen Fall eines rekursiven Tiefpasses\init N = 1 geht Gleichung 3.116
Uber in:

ao gn +ai gn—1 =bo fn (3.118)
Wegenay = 1 folgt fur g,

In = bO fn — a1 gn—1 (3119)
und fiir die Ubertragungsfunktion:

H(w) = b (3.120)

1+a; e 3«7a

Mit der eulerschen Beziehurg’/* = cos (x) — j sin (x) lasst sich der Betrag der Ubertra-
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gungsfunktion berechnen:
bo
- V/1+ a1 + 2a; cos (wTp)
Eristfura; = —0,75 undby = 0,25 in Abbildung 3.40 dargestellt.

|H ()]

(3.121)

IH ()]
1

05

10 -k, 0 w5 0

Abbildung 3.40: Betrag der Ubertragungsfunktion eines rekursiven Tiefpasses
nach Gleichung 3.121

Deutlich zu erkennen ist die Periodizitat der Ubertragéungetion, eine Eigenschaft der
Fouriertransformierten diskreter Signale (vgl. Absct#i®, Gleichung 4.38).

Filtertypen  Eswerden vier wichtige Filtercharakteristiken untersdein: Tiefpass, Hoch-
pass, Bandpass und Bandsperre. Abbildung 3.41 zeigt diédgetler zugehorigen Uber-
tragungsfunktionen.

[H(w)| Tiefpass |H(w)| Hochpass
| | [
& ' )
[H(w)| Bandpass |H(w)| Bandsperre
1 1
W W

Abbildung 3.41: Betrage idealer Ubertragungsfunktionen von vier wichtigen Filtertypen

Ein funfter Typ, der Allpass, wird benétigt, um den Entwurfdarer Filtertypen auf den
Entwurf eines Tiefpasses zurlickfihren zu kdnnen. Fiur dgmass giltg, = f,, es gibt
demzufolge nur den Koeffizientdy = 1. Fir nichtrekursive Filter lassen sich beispiels-
weise die Filterkoeffizienten eines Hochpasses (HP) aukdeffizienten von Allpass (AP)
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und Tiefpass (TP) berechnen:
bHP = ppP — pIP (3.122)

Auch der Bandpass und die Bandsperre sind aus dem Tiefpakslicher Weise ableitbar.
Der Filterentwurf kann deshalb auf den Entwurf eines Tiefgs beschrankt werden.

Filterentwurf  Filterentwurf bedeutet in erster Linie, dass ein Komprauaisischen den
gewunschten Eigenschaften und dem daftir erforderlichéwand gefunden werden muss.
In der Literatur werden zahlreiche Entwurfsverfahren @ldfch beschrieben [17, 30, 42,
45]. Hier soll deshalb lediglich das Prinzip des Entwurfszkdargestellt werden. Aus-
gangspunkt ist das ideale Ubertragungsverhalten desaBséis. Um es in eine realisierbare
Ubertragungsfunktion zu tiberfiihren, wird es mit einem foleschema versehen, dem so
genannten Stempel-Matrizen-Schema (s. Abbildung 2.37Sa@#). Es besteht aus dem
Durchlassbereich, dem Sperrbereich und dem dazwischgeniien Ubergangsbereich. In
Abhéngigkeit davon, ob ein nichtrekursives oder rekussikéter realisiert werden soll,
muss nun eine Ubertragungsfunktion fir das gewiinschtealfernberechnet werden, die
in dem Toleranzbereich liegt. Mit rekursiven Filtern isheigroRere Vielfalt an Ubertra-
gungsfunktionen realisierbar. Bei gegebener Anzahl vdterkoeffizienten liefern sie ei-
ne bessere Annaherung an ideale Verhaltnisse. Reale bifpengysfunktionen werden sich
unterscheiden in der Welligkeit im Durchlass- und Speelotr, in der Steilheit des Uber-
gangs vom Durchlass- zum Sperrbereich und in ihrer Eignumdrapulsiibertragung. Je
mehr ein Filter dem idealen Tiefpass entspricht, destodnesisd seine Eigenschaften. An-
zustreben sind also ein steiler Ubergang vom Durchlass- @perrbereich, eine geringe
Welligkeit in den beiden Bereichen und eine méglichst vatglige Sperrung oberhalb der
Sperrfrequenz. Die Filterordnung und damit der Aufwandibesen die Abweichung von
den idealen Eigenschaften.

3.8 Signalapproximation

Die Beschreibung eines zeitkontinuierlichen Signgls) oder eines zeitdiskreten Signals
bzw. einer Messreihg(¢,,) oder f,, mit geeigneten Kenngréf3en liefert Informationen tber
die Eigenschaften des signalgenerierenden ProzesseseM/ifufallssignal mit einer Funk-
tion approximiert, so kdnnen die Parameter der Funktiomdam Beschreibung des Zu-
fallssignals herangezogen werden, wenn die Approximatidgreiner Genauigkeit erfolgt,
die dem Anwendungsfall angepasst ist.

Bei der Signalapproximation spielen orthogonale Funissysteme eine besondere Rolle,
weil die Eigenschaft der Orthogonalitat die fiir die Appragition notwendigen Berechnun-
gen wesentlich vereinfacht. Im Folgenden wird als Grunglldigser Berechnungen zuerst
das Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate vorgestelltolgeh die Erlauterung der Ortho-
gonalitat von Funktionen und die Vorstellung der in der @lgararbeitung haufig verwen-
deten orthogonalen Funktionssysteme.
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3.8.1 Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate

Das Problem der Signalapproximation kann folgenderma8enuliert werden: Ein zeit-
kontinuierliches Signaff(¢) oder ein zeitdiskretes Signg, sollen durch eine Funktion
fap(c, t) approximiert werden. Dabei sind die Parametso festzulegen, dass eine ,beste*
Annaherung erreicht wird (Abbildung 3.42).

A

f(t)
2.

Abbildung 3.42: Approximation eines zeitkontinuierlichen Signals f(¢) und eines
zeitdiskreten Signals f(t»)

Die Gute der Annéherung wird durch ein Fehlermal3 Fehlerma#ftdiziert. Die Minimie-
rung des FehlermalRles ergibt die beste Anndherung. Wirdulier® der Absolutbetréage
der Abweichungen minimiert, so handelt es sich um HdjeApproximation. Bei derL,-
Approximation, die auch als das Prinzip der kleinsten Fejuladrate oder gaul3sche Feh-
lerquadratmethode bezeichnet wird, ist die Summe der qtiadnen Abweichungen das
zu minimierende Fehlermal3. Schlie3lich kann auch die gré@tkommende Abweichung
minimiert werden. Diese Approximation hei3t,-Approximation oder Tschebyscheffap-
proximation. Fur alle Approximationen gilt der Erfahrumgst, dass im diskreten Fall die
Anzahl der Stiitzwerte (Abtastwerte) 3 bis 5 mal so grol3 selinnge die Zahl der zu be-
stimmenden Parameter.

Fur ein diskretes Signal der Langéergibt sich bei Anwendung der gau3schen Fehlerqua-
dratmethode fiir den zu minimierenden quadratischen F&Rlgr zwischen dem diskreten
Signal mit den Abtastwertefi(t,,) und seiner Approximatioffiap(c, ¢, ):

Z If (tn fap c,t )] (3.123)

n=0

Wird als Approximationsfunktiorfay(c, t) eine Linearkombination von/ Funktionen
Do(t) ... Pp—1(t) mit M Parameternyg . .. cpy—1 gewahlt

fap C, t Z Cm m (3124)

so folgt mit f(¢,,) = f, und®,,(t,) = @y, ,, flr den quadratischen Fehler:

M—1 2
[ -> cmqﬁm,n] (3.125)

m=0

N—

,_.

=0

3
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Das Minimum wird durch Nullsetzen dérpartiellen AbleitungenX = 0,1,..., M — 1)
nach den Parameteep ermittelt:

st,n

8E2 N-1 M-—1
(970]@ = -2 Z [fn - Z CTTL¢77L,77,
N—-1M-1

= _2an¢kn+22 Zcm m,n ¥kmn

n=0 m=0

=0 (3.126)

Die Gleichung kann in symmetrischer Form geschrieben werde
N—-1M-1

n=0 m=0

Zur Berechnung der Koefﬂmentem ist die Matrixschreibweise Ubersichtlicher. Wir erhal-
ten ein lineares Gleichungssystem viahGleichungen mitV/ unbekannten Koeffizienten
¢, in der folgenden Form:

N-1 N-1 N-1

Z ¢07n¢0,n e Z ¢O,n¢M—1,n o Z fnéo,n

n=0 n=0 n=0

C1
= : (3.128)

N-1 N-1 N-1
Z @A{_L"@om Z él\r{—l,anM—l,n C Z fnél\f—l,n
n=0 n=0 M—1 n=0

Die Zahl der Lésungen des Gleichungssystems und die Graf3Eatders hangen von der
Anzahl M der zur Approximation benutzten Funktion&p, und von der AnzahN der Ab-
tastwerte vory,, ab. Fur den praktisch relevanten Fall, dAss> M ist, ist der quadratische
Fehler immer grof3er Null.

Der \Vollstandigkeit halber sei noch kurz auf die Berechndeg FehlermaRds?(c) bei der
Né&herung zeitkontinuierlicher Signafét) verwiesen:

b
E*(c) = / [f () = fap(c, b)) dt (3.129)

a

3.8.2 Orthogonalitéat

Das Gleichungssystem nach Gleichung 3.128 wird weserglidacher, wenn weitere Ein-
schrankungen fir die Approximationsfunktiggy(c, t) gemacht werden. In der Signalverar-
beitung von besonderer Bedeutung ist die Verwendung oothalgr Funktionssysteme. Zur
Erlauterung der Orthogonalitat von Funktionen wollen vandem aus der Vektorrechnung
bekannten Begriff der Orthogonalitat ausgehen.
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Orthogonalitat zweier Vektoren Zwei Spaltenvektorerf undg besitzen das Skalar-
produkt:

N—-1
(F.9)=_ fagn bzw. (f.g)=f"g (3.130)

n=0

Fir komplexe Vektoren gilt mit den zf), konjugiert komplexen Wertefi, *:

N—-1
(f.9) =Y fa" gn (3.131)
n=0
Das Skalarprodukt heif3t auch inneres Produkt. Sind diedvektorthogonal, so ist das
Skalarprodukt Null, die Vektoren stehen senkrecht aufede&
fLlg wenn (f,g)=0 (3.132)

Das innere Produkt wird zur Norm eines Vektors, wenn nur &ktdf betrachtet wird. Ist
f reell, gilt fir das innere Produkt:

N-1
(Fo )= futn (3.133)
n=0
Aus dem inneren Produkt l8sst sich die Ndifgfi| berechnen:

Wfll =V 1) =\ F'f (3.134)

Die Norm eines Vektors kann als Verallgemeinerung seinegeé&ngesehen werden.

Orthogonalitéat zweier Funktionen Zwischen dem Vektorraum, der Gesamtheit al-
ler Vektoren des euklidischen Raumes, und dem Funktionemrder Gesamtheit aller im
Intervall [a, b] stetigen Funktionen, bestehen nun gewisse Analogien. lebhming an das
innere Produkt zweier Vektoren kann auch ein inneres Pitdtiukwei Funktionen definiert
werden:

b
(f.9) = / £ () g (t) dt (3.135)

Falls die Funktionen komplex sind, muss folgende Definitierwendet werden:

b
(f.9)= /f* (t) g(t) dt (3.136)

Wie bei den Vektoren gilt auch fir Funktionen, dass sie iranvall [a, b], dem Orthogona-
litatsintervall, orthogonal zueinander sind, wenn dagierProdukt Null ist:

b

(f.9) = /f(t) g(t)dt=0 (3.137)

a
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Die orthogonalen Funktionen bilden fir die Signalappradion eine orthogonale Basis.
Da das innere Produkt auch als MaR fiir die Ahnlichkeit voni Z&umktionen interpretiert
werden kann, bedeutet die Orthogonalitatsbedingung nébieing 3.137, dass die Funk-
tionenf(t) undg(t) keine Ahnlichkeit aufweisen.

In Analogie zur Lange eines Vektors nach Gleichung 3.13atlé positive Quadratwurzel
aus dem inneren Produkf, f) Norm der Funktion/:

LIl =VAf ) (3.138)

Haben orthogonale Funktionen die Noimso heil3en sie orthonormale Funktionen. Die
Funktionenfy, fs,... fi bilden genau dann ein Orthonormalsystem, wenn sie paaweis
orthonormal sind:

1 fur j=k
0 fur j#k

(fj, fu) = 6;  mit dem Kroneckersymbol §; , = { (3.139)

Fir den Fall diskreter Funktionen kdnnen die jewailé\btastwertef,, undg, als Elemente
N-dimensionaler Vektoreyf undg interpretiert werden. Dann ist Orthogonalitat gegeben,
wenn in Bezug auf ihre AbtastpunkteGleichung 3.132 gilt.

In dem Gleichungssystem 3.128 sollen nun fiir die Funktiahgn, orthogonale Funktio-
nen verwendet werden. Di&/ Funktionen sind bezliglich der Abtastpunkt@rthogonal,
wenn sie paarweise orthogonal sind. Fir reelle bzw. konegf@nktionen?,,, , muss dann
gelten:

N-1 N-1

> B Gon=0 bzw. Y &, P, =0 fir m#k (3.140)
n=0 n=0

Damit sind in der Matrix nur noch Hauptdiagonalelementehaoden und es ergibt sich

eine einfache Beziehung zur Berechnung der Paramgter

N—1
Z fn st,'n,
o= "t (3.141)
> [ Bhnl?
n=0
Die orthogonalen Funktiones,, ,, heiRen Basisfunktionen. Neben der einfachen Bestim-
mungsgleichung fur ihre Koeffizienter), hat die Verwendung orthogonaler Funktionen
noch den Vorteil, dass die Hinzunahme einer weiteren Fankiti Gleichung 3.128 nur
die Berechnung des neuen Koeffizienten erfordert.
Es ist zu beachten, dass die Orthogonalitat nur fur die irGdeichung 3.130 angegebenen
Abtastpunkte bzw. fur das Integrationsintervall von Gheieg 3.135 gilt. Fir ein anderes
Intervall bzw. andere Abtastpunkte gilt die Orthogonaditidingung im Allgemeinen nicht.

Der \ollstandigkeit halber sei noch die Gleichung zur Baremg der Koeffizienten der
Basisfunktionen fir zeitkontinuierliche Signale angegelSSie folgt aus Gleichung 3.141,
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indem die Summen durch Integrale ersetzt werden:

b
JF @) @, (t)dt
C = e (3.142)

fblék (1) dt

Es soll noch auf einen wichtigen Zusammenhang zwischen dgin@lfunktion f,, und
den Basisfunktione,, ,, hingewiesen werden. Ein System orthogonaler Funktioned wi
in einem geschlossenen Intervall b] vollstdndig genannt, wenn der quadratische Fehler
nach Gleichung 3.125 fiir unendlich viele Funktiorgp ,, gegen Null konvergiert:

2
=0 (3.143)

k—oo
n=0

N-1 k
lim [fn — Z cm®Prmn

m=0

Diese Bedingung wird auch Vollstandigkeitstheorem gendtin Beispiel fur ein vollstan-
diges Funktionssystem ist das Orthogonalsystertwt,, ) undcos(wt,,).

Orthogonalitét als Matrixeigenschaft Eine reellwertige quadratische Matuikheif3t
orthogonal, wenn
AT-A=E (3.144)

wobei FE die Einheitsmatrix ist. Fur orthogonale Matrizdngilt auch, dass ihre Inverse mit
der Transponierten lUbereinstimmt:

AT=A"' und |A|=+1 (3.145)
Eine orthogonale Matrix hat reelle Matrixelemente. Einenpdexe quadratische MatriA,
die analoge Eigenschaften besitzt, heil3t unitar, wenn:

A" A=E (3.146)
Die Transposition wird dabei durch die hermitesche Konjiagaersetzt. Das SymbdF

steht fur eine transjungierte Matrix (transponiert undjlgrert). Fur unitdre Matrizemd
gilt auch:

AT =A7! (3.147)

Viele in der Signalverarbeitung verwendete Orthogon#&ésye kdnnen vorteilhaft in Ma-
trixform geschrieben werden.

Die in der Signalverarbeitung verwendeten vollstandigehagonalen Funktionssysteme
sollen hier in zwei Gruppen eingeteilt werden: die harmamés oder sinusférmigen Funk-
tionen und die nichtharmonischen oder rechteckférmigaerkfonen. Die wichtigsten Ver-
treter werden im folgenden Abschnitt vorgestellt.
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3.8.3 Orthogonale Funktionssysteme

Harmonische oder sinusférmige Funktionen

Eine harmonische Schwingung ist eine periodische Beweghbeigder die Auslenkung
sinus- oder kosinusformig ist. Ein wichtiges harmoniscBelswingungssystem ist das ma-
thematische Pendel, das aus einer punktférmigen Massenam enasselosen Faden be-
steht. Die Bewegung dieses Pendels kann mit einer Diffedgigichung beschrieben wer-
den, deren Losung beispielsweise eine Kosinusfunktioriss der Kosinusfunktion kén-
nen Schwingungsdauer und -frequenz berechnet werden.

In der Nachrichtentechnik spielten harmonische Schwigguarvon Beginn an eine einzig-
artige Rolle. Die Ursache liegt einerseits darin, dass si&ohaltungen aus Widerstéanden,
Spulen und Kondensatoren einfach zu erzeugen waren. Asdésawerden sie durch idea-
le lineare zeitinvariante Systeme nur gedampft und vemrt6g§erm und Frequenz bleiben
erhalten. Harmonische Signale brachten in der Elektraoi&co lange gro3e Vorteile, wie
analoge Baugruppen vorherrschend waren. Flr analoget@uhah stand mit der Fou-
rieranalyse zudem ein sehr komfortables Werkzeug zur Sigma Systembeschreibung
zur Verfigung. Mit ihrer Hilfe konnte jedes Signal nicht rals zeitabhéangige GroRRe dar-
gestellt werden, sondern auch als Zusammensetzung vigleromischer Funktionen un-
terschiedlicher Frequenz (spektrale Darstellung). Mit Betwicklung der Halbleiterbau-
elemente und der darauf aufbauenden Digitaltechnik wuiglédalogtechnik aus vielen
Anwendungsgebieten mehr und mehr verdrangt. Da harmanBignale in der Signalver-
arbeitung aber immer noch eine grof3e Rolle spielen, sokehisr vorgestellt werden.

Eindimensionale harmonische Funktionen Eine harmonische Schwingung ist eine
periodische Funktiorf(¢t) = f(t + nT). Dabei istI" die Perioden- oder Schwingungsdau-
er undn eine beliebige ganze Zahl. Fir die Kosinusfunktion bzwuSianktion mit der
Signalamplituded gilt:

f(t) = Acos (wt+ @g) = Acos[p (t)]

f () = Asin(wt + po) = Asinp (t)] mit w=27/T (3.148)
Die Grofl3epq heildt Nullphasenwinkel. Rotiert in einem Einheitskreis Beiger, so istv
die Winkelgeschwindigkeit:

_de ()
w=—g (3.149)

Ist sie konstant, heil3t sie auch Kreisfrequenz und hangteritSchwingungsfrequeng
Uber den Fakto2m zusammen (s. S. 19):

w=2m-f (3.150)

Die Kosinus- und Sinusfunktion gehéren zu den trigonorseelien Funktionen, den Kreis-
funktionen, die am Einheitskreis geometrisch interpretieerden kénnen. Wird im Argu-

ment der Kosinusfunktionos(wt) = cos(x) der Winkelz im Bogenmalf3 benutzt, hat die
Kosinusfunktion die Perioder; steht im Argument aberx, so ist die Periodé.
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Einen fundamentalen Zusammenhang fir die Theorie dernigetrischen Funktionen
stellt die von Leonhard Euler im Jahre 1749 gefundene Fodanel

/¥t = cos (wt) + j - sin (wt) (3.151)

Dabei istj die imaginare Einheit mi§? = —1. Sie wurde von Euler mit bezeichnet, in
der Elektrotechnik wird aber traditiongliverwendet. Durch die eulersche Formel wird die
harmonische Schwingungs(wt) durch Hinzunahme des Imaginértejisin(wt) auf ei-
ne komplexe Exponentialfunktion abgebildet. Diesen Zusamhang hat sich die von Karl
Steinmetz im Jahre 1893 eingefiihrte symbolische Method&\@ehselstromtechnik, die
so genanntgw-Rechnung, zu Nutze gemacht. Durch sie war es moglich, dikl®ne der
Wechselstromlehre auf bekannte Gleichstromproblemeckatifiihren [51]. Die Verhalt-
nisse kdnnen in der komplexen Ebene veranschaulicht wéidgildung 3.43).

|mA
cos wt
el
sin wt
wt
—wt | Re
(R

Abbildung 3.43: Veranschaulichung der eulerschen Formel in der komplexe Ebene

Aus der Abbildung geht folgender Sachverhalt hervor: Unit stiét cos(wt) mit exp(jwt)
widerspruchsfrei rechnen zu kdnnen, miissen zwei konjuigienplexe Grof3en verwendet
werden, Uber deren Addition die reelle Kosinusfunktiontioesit werden kann:

1 , ‘
cos (wt) = 3 (eTIt e7It) (3.152)
Fir die Sinusfunktion gilt:
1 . .
sin (wt) = % (etIet —e7It) (3.153)

Der Ubergang von harmonischen Funktionen zu Exponentikdionen mit imaginarem Ar-
gument bedeutet also die Verwendung einéBaares{w, —w). Das Problem der negativen
Frequenzen wird geldst, indem ,technische” Frequenze® firw < oo und ,mathema-
tische" Frequenzen firco < w < oo unterschieden werden. Die eulersche Formel ist
Grundlage der gesamten spektralen Signaldarstellung.

Das System der harmonischen Funktionen mit der Pefioee2r /w ist unter bestimmten
Bedingungen auch orthogonal. Werden die harmonischentiomek 1, cos(wt), sin(wt),
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cos(2wt), sin(2wt), ... betrachtet, so ist Orthogonalitdt dann gegeben, wenn #esk-
tionen paarweise orthogonal sind, d. h., das Integral Uasdodukt verschiedener Funk-
tionen verschwindet. Fir zwei Kosinusfunktionen lautet@rthogonalitatsbedingung:

T
/cos (mwt)cos(kwt)dt=0 far m#%k und m,keN (3.154)
0
Wenn die Funktionen gleich sind, sind sie nicht orthogomal das Integral ist nicht Null:

T
T _
/cos (m wt) cos (k wt) dt = { z fur m=~k7#0 (3.155)

; T fuir m=k=0
Fur zwei Sinusfunktionen gilt entsprechend:

T L fur m=k#0
/sin (mwt)sin(kwt)dt =<0 fir m#k (3.156)
0 0 fir m=0 oder k=0

Auch Sinus- und Kosinusfunktionen sind orthogonal:
T
/sin (m wt) cos (kwt)dt =0 (3.157)
0
Liegen die harmonischen Funktionen in diskreter Fgi(t,) vor, sind fir die Orthogonali-
tat die Abtastzeitpunkte wichtig. Umfassen dveAbtastzeitpunkte,, t1,...,ty_1 genau

eine Periode des diskreten Signals und,jst n-T/N = n-Ta, so gelten beziglich dieser
Zeitpunkte die folgenden Orthogonalitatsbedingungen:

N-1

Z cos (mwty)cos(kwty,) = 0 fir m#k

n=0

N-1

Z sin (m wty)sin(kwt,) = 0 fur m#k

n=0

N-1

Z sin (m wt, ) cos (kwt,) = 0 (3.158)

n=0
Die harmonischen Funktionen bilden noch weitere Ortholpysteme. Dazu gehort das im
Jahre 1942 von Ralph Hartley eingefiihrte System der caktiduen [22]:

cas (wt) = cos (wt) + sin (wt) (3.159)
Abbildung 3.44 zeigt die ersten 8 cas-Funktionen.

Die Funktionen sind reell, die darauf basierende Hartgmgformation hat einen reellen
Transformationskern (vgl. Abschnitt 4.3).
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cas(Ot) 4 cas(4t)
1 1
0 f ; —> 0

2 4 6 t 2 6 t
11 -1
cas(t) cas(5t)
1 1
0 f ; —> 0

2 4 6 t 4 6 t
—1 -1
cas(2t) cas(6t)
1 1
0 0

4 6 t 6 t
-1 -1
cas(3t) cas(7t)
1 1
0 0

t 2 6 t
-1 -1

Abbildung 3.44: Die ersten 8 cas-Funktionen
Zweidimensionale harmonische Funktionen Harmonische Funktionssysteme sind

nicht nur fur die Verarbeitung eindimensionaler Signale Bedeutung, sondern ebenso
fur die Bildverarbeitung. Um sie dort anwenden zu kénnenihi® Erweiterung auf zwei
Dimensionen erforderlich. Mit den Ortskoordinatery gilt beispielsweise flr die ortskon-
tinuierliche zweidimensionale Kosinusfunktion:

f(x,y) = cos (wy x) - cos (wy y) (3.160)

Zur Bildung der zweidimensionalen ortsabhangigen Funkiverden also zwei eindimen-
sionale ortsabhangige Funktionen multipliziert. An diel®tder Kreisfrequenz und der
Zeit t im Argument der zeitabhéngigen Funktigiit) = cos(wt) tritt fir die Abhangig-
keit vom Ortz: die Ortskreisfrequenz,, d. h. f(z) = cos(w,z) und fir die Abhangigkeit
vom Orty die Ortskreisfrequena,, also f(y) = cos(w,y). Fur die Ortsfrequenf, gilt
fz = wy/2m. Als Beispiel ist in Abbildung 3.45 fiw, = 3 undw, = 2 eine zweidimen-
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sionale Kosinusfunktion dargestellit.

cos(3x)

cos(2y)

Abbildung 3.45: Die zweidimensionale Kosinusfunktion cos(3z) - cos(2y)

Eine ortsdiskrete zweidimensionale harmonische Funktaom durch die Multiplikation
von zwei eindimensionalen diskreten Funktionen gebildetden. Hat diese Funktion die
Ausdehnung vor¥ Zeilen undS Spalten und sind die Ortskoordinaten durch den Zeilenin-
dexz und den Spaltenindexgegeben, so hat beispielsweise die diskrete Exponentialfu
tion f, s an der Positiorr, s den Wert:
_ . z . S\ . Z S

fzs = exp (]27r u§> - exp (j27r UE) = exp [ﬂw (uE + vgﬂ (3.161)

mit z,u=0,1,...,Z—1 und s,v=0,1,...,5—-1
Die diskreten GroRen undv entsprechen den kontinuierlichen Ortsfrequenzgmindw,
in Gleichung 3.160.

Nichtharmonische oder rechteckformige Funktionen

Als nichtharmonische Funktionen sollen im weitesten Sireehteckformige Funktionen
verstanden werden. Das einfachste rechteckférmige aottadg System ist das der Blockim-
pulse (Abbildung 3.46).

Die Orthogonalitat der Blockimpulse ist offensichtlickerah bei der Produktbildung ist im-
mer eine von beiden Funktionen Null. Das System der Blockisgist aber nicht voll-
standig (s. Gleichung 3.143), so dass es fir die Signalappation nicht gut verwendet
werden kann.

Eindimensionale Walshfunktionen Anders liegen die Verhéltnisse beim System der
Walshfunktionen, die auch zweiwertig und rechteckférnigl saber ein vollstandiges Funk-
tionssystem bilden. Die Funktionen sind bereits im Jah&319 die Mathematik eingeflihrt
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1 [ 1,

0 t

Abbildung 3.46: Blockimpulse nach [20]

worden [55]. Anwendung haben sie jedoch erst im Zusammenh@hder Entwicklung
der Digitaltechnik gefunden. Fir digitale Signale und 8y, die nur mit zwei Zustén-
den arbeiten, schienen die harmonischen Funktionen undidéeif basierenden Werkzeu-
ge nicht mehr adaquat. Die Suche nach einem zweiwertigektiBnssystem fiihrte zu
den von J. Walsh beschriebenen Funktionen, die seit Mittel@@0er Jahre auf ihre An-
wendbarkeit — anfangs vor allem fir die Nachrichtentechrikumfangreich untersucht
wurden [18, 39]. Die erste Monographie wurde im Jahre 1969 NoF. Harmuth verof-
fentlicht [19]. Im Folgenden sollen die ein- und zweidimiemslen kontinuierlichen und
diskreten Walshfunktionen vorgestellt werden.

Mit den Variableny als reelle Zahl un@® = t/T, einer auf die Zeitbasis oder Perioden-
dauer?’ normierten Zeit, werden die Walshfunktionen symbolisigitt

wal (1, ©) (3.162)
An den Sprungstelle® zwischen den Wertett 1 gilt der Grenziibergang:
wal (i, Os) = 1in(1) wal (1, Os + €) (3.163)

Falls;; = 7 undi € N, isti eine Ordnungszahl der Walshfunktionen. Sie entspricht der
Anzahl der Nulldurchgange im offenen Einheitsintervallggdmein gilt fir dieses Intervall
© € (0,1):

wal (11, ©) = wal (1,0) mit € [i,i+1) (3.164)

In Abbildung 3.47 sind die ersten 16 Walshfunktionen une iReihenfolge in verschiede-
nen Ordnungssystemen dargestellt (s. Seite 139).

In Analogie zu den harmonischen Funktionen wird das Sys&miIshfunktionen auch in
gerade und ungerade Funktionen unterteilt. Fur geradies die cal-Funktionen definiert

wal (i, 0) = cal (; @) = cal(s;, ©) (3.165)
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1 s wal(i,0) | b wal(i,) [k wal(i,0)
0 0 0 0
-1+
1 1 8
2 3 12
3 2 4
| « | ¢ | o
5 7 14
6 5 10
7 4 2
8 12 3
9 13 11
10 15 15
11 14 7
12 10 5
13 11 13
14 9 9
15 8 1
0 0,5 6

Abbildung 3.47: Die ersten 16 Walshfunktionen und ihre Reihenfolge in verschiedenen
Ordnungssystemen nach [37]
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und fur ungeradesdie sal-Funktionen
41
wal (i,0) = sal (Z +

wobei s; als normierte Sequenz bezeichnet wird und der halben Ardgsxhl/orzeichen-
wechsel im linksoffenen Interva® € (0, 1] entspricht (Abbildung 3.48). Die Sequenz hat
die Maleinheitzps als Abkirzung fur Nulldurchgange pro Sekunde (eragro crossings
per seconjl

,@) = sal (s;,0) (3.166)

2i -1 sal(i,08)= wal(2i-1,8) i cal(i,B8) =wal(2i,8) 21
0 0 000000
1000001 | f 1 { } 2 000010
3 000011 | 1 f } 2— f } —— 4 000100
5 000101 — —F— — 3 6 000110
7 000111 —— —F—— « F+—F"3F+——F——F——F—F+—F 8 omooo

9 00100 H—"F+—F—*+Ft+F—"F+—F s F—FF1 b 11 10 001010

1 ooon Rttt 6 A= tFt—FHtF12 001100

13 000 HHH—1F+Ht+F1+—F1+F 7 14 001110

e e e e e e s

15 o0 A 8 R 16 010000
17 010001 fFHFAHHFHF-H A o S H PR+ 18 010010
19 010011 ALF-FEE AR I E 10 T LS ML L 20 010100

ULy 010110
011000
011010
011100
011110
100000
100010
35 100011 FRAHHARFARHHHARARRRR 18 AR AR 36 100100
37 100101 FFRAAFARAHHAAARRAAS 19 AR AR 38 100110
101000
41 101001 FFARAHRAARARRRAY 20 AR R R <2 101010
43 101011 AFAHARPARRRARARHAR 22 THAMARAARRRRARRHARARRE 44 101100

w
[¥=)
=)
o
N
o
o~
o

45 101110
47 110000
49 110010
51 110100
53 110110
55 11000
57 111010
59 111100
61 111110
63
r:=2uw“tll‘“““é‘“%lI‘le,II‘HITf? 2 Af\/‘al“5“‘5“‘““1/’4”““il/éz
6=t/T— 6=t/T—

Abbildung 3.48: Die ersten 32 sal- und cal-Funktionen aus [21]

Die Walshfunktionen sind orthogonal. Fiir das rechtsoflatervall © € [0, T) gilt:

T
/ wal (i, @) wal (k,©) dO =6, mit ;5 = Lt i=k (3.167)
J 0 fir i#k
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Das Walshfunktionssystem ist vollstandig (Gleichung 3)18€ie Walshfunktionen haben
eine Reihe interessanter Eigenschaften [20], von dendyediier genannt seien.
Sie sind reziprok zu sich selbst:

1

wal (i,0) = T C] (3.168)
Die Variablen der Walshfunktionen kénnen vertauscht werde

wal (i,0) = wal (0,1) (3.169)
Insbesondere gilt:

wal (i,2°0) = wal (2°1,0) (3.170)
Das Produkt zweier Walshfunktionen ergibt eine neue Walskifon:

wal (i,0) - wal (1,0) = wal (k,©) mit k=idl (3.171)

Das Symbols bezeichnet die bitweise Addition modulo 2. Die Multiplilat einer Walsh-
funktion mit sich selbst ergibt immeral(0, ©).

Die Tatsache, dass die Variablerund © kontinuierlich oder diskret sein kénnen, fihrt zu
drei gebrauchlichen Darstellungen der Funktionen (Ahlrityl3.49).

a) 1 1 b) 0)
ul I il (1111111 1)
' 11 11-1-1-1-1
— — 1 1-1-1-1-1 1 1
I I I | 1 1-1-1 1 1-1-1
—1 . . — 1-1-1 1 1-1-1 1
_ll_ll_|l_| |_l 1-1-11-1 1 1-1
_ll_ll_|l_|'_|l_|'_ 1-1 1-1-1 1-1 1
——+td 1-1 1-1 1-1 1-1]

o)

Abbildung 3.49: Diskretisierung der Walshfunktionen nach [37]
a) kontinuierliche Werte fiir die Variablen p und ©
b) diskretes 1 = i und kontinuierliches ©
¢) p und O diskret

Es existieren unterschiedliche Mdglichkeiten der Anorander Walshfunktionen. Hier sol-
len drei Ordnungssysteme vorgestellt werden:

Sequenzordnung (Walsh, Kaczmarz)
binare Ordnung (Paley, Rademacher)
nattrliche Ordnung (Hadamard, Kronecker)

Die Namen in Klammern nennen alternative Bezeichnungediéidrei Ordnungssysteme.
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Sequenzordnung  In diesem Ordnungssystem sind die Walshfunktionen nactsder
quenz, d. h. nach steigender Anzahl der NulldurchgéngedgetrSie sollen mikwal(z, ©)
bezeichnet werden (s. Abbildung 3.47). Ein Bildungsgets¢tzeispielsweise das rekursive
Bildungsgesetz nach Harmuth [20]. Mit

o _l<o<l
swal (0,0) = 4 1 1" ©<y (3.172)
0 sonst

gilt
swal (20 +p,0) =

= (-1)lsl {swal {z 2 (9 + i)} + (=1)"P swal {z 2 (9 — D] }
= (—1)ls]*P swal [i,2 (@ + i)} + (=1)L¥ ] swal [i,Q <8 - iﬂ (3.173)
mitp € {0,1},i=0,1,2,... und | | als groBte ganze Zakl %

Mit dem Bildungsgesetz nach Ross und Kelly [43] werden niekursiv die kontinuierli-
chen, sequenzgeordneten Walshfunktionen erzeugt. Deehfft definiert die Walshfunk-
tionen Uber das Vorzeichen des Produktes von KreisfunétioBen6tigt wird auRerdem
dask-te Bit der bindrkodierten Ordnungszaht 0,1, ...,2"—1:

ix = mod (trunc (;k) ,2) = mod (fix (i/ power(2, k)) , 2) (3.174)
MATLAB

Mathcad
Die Bildungsvorschrift lautet dann:

swal(i, ©) = sign ([sm 27-0) 1:[ [cos ( ]2k> (3.175)

Binarordnung  Die Bindrordnung des Walshfunktionssystems beruht eberdaf der
Binardarstellung der Ordnungszahl. Das Bildungsgesetiiébinargeordneten Funktionen
bwal(i, ©) lautet (s. Abbildung 3.47):

bwal (i, ©) = swal (gray (i) , ©) (3.176)

wobeigray(x) die Umwandlung der Binardarstellung verin den Graycode ist.

Natiurliche Ordnung  Die Reihenfolge der Walshfunktionen in diesem Ordnungssys

entspricht der ,nattrlichen” Reihenfolge der mit den Fimkén verknipften Walshkoeffi-

zienten, wenn diese mit der schnellen Walshtransformdtigh Abschnitt 4.3.6) berechnet
werden [23]. Da das Ordnungssystem auch Kroneckerordneifiy, werden sie meistens
mit kwal(i, ©) bezeichnet (s. Abbildung 3.47). Das Bildungsgesetz lautet

kwal (¢, ©) = swal (bro (gray (¢)) , ©) (3.177)

mit bro(z) als Bin&rdarstellung vom mit Bitumkehr (engl.bit reverse order.
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Zweidimensionale Walshfunktionen Wie die harmonischen Funktionen werden auch
die Walshfunktionen in der Bildverarbeitung eingeset#fiD wird eine zweidimensionale
Definition benétigt. Sind wieder undy die kontinuierlichen Ortskoordinaten, so gilt im
Intervallz,y € [0,1):

wal (i, k, x,y) = wal (i, z) - wal (k,y) (3.178)

Als Beispiel istin Analogie zur Abbildung 3.45 fir= 3 undk = 2 in Abbildung 3.50 eine
zweidimensionale gerade Walshfunktion dargestellt.

cal(3,x)

cal(2,y)

Abbildung 3.50: Die zweidimensionale Walshfunktion cal(3, ) - cal(2, y) nach [37]

Eindimensionale Haarfunktionen Neben den Walshfunktionen haben auch die von
dem ungarischen Mathematiker Alfréd Haar im Jahre 1910edifngten und spéater nach
ihm benannten rechteckférmigen Funktionen Eingang in ggehieurwissenschaften ge-
funden. Besonders populér sind sie durch die Anwendung deeldttransformation in der
Signalverarbeitung geworden, da die Haarfunktionen dafehiste Wavelet bilden (vgl.
Abschnitt 4.7).

Die Haarfunktionen sollen hier miiaar(n, m, ©) bezeichnet werden. Mit der Funktion
haar(0,0,0) = 1 sowie den Variablef < n < 1d N und1 < m < 2" gilt die folgende
rekursive Definition:

28 fir ml<o<
haar (n,m,0) ={ —2% fir "2<O< 2 (3.179)
0 sonst

Fir jeweils einen Wert, gibt es2™ Werte fur die Variablen, alsom verschiedene Haar-
funktionen. FUrNV = 8 ergeben sich folgende Werte fiarund m:



3.8 Signalapproximation 141

n o m

0 0

0 1

1 1,2

2 1,2,3,4

Die ersten 8 Haarfunktionen fir kontinuierlich@sund diskrete Werte fiin undm sind in

Abbildung 3.51 dargestellt. Die Haarfunktionen sind wéliglig (s. Gleichung 3.143) und
orthogonal. Die Orthogonalitatsbedingung lautet:

T
/haar (i,u,©)haar (k,v,0) dO® =0 fur i#k oder u#wv (3.180)
0
haar(0,0,0) 4
haar(0,1,0) 4
| ,
! >
haar(1,1,0) 4
f >
haar(1,2,0) T
t t »
L 1

haar(2,1,0) 4

v

haar(2,2,0) I

S
| ]

haar(2,4,0 T

H

haar(2,3,0

\4

[<>3 4

]

Abbildung 3.51: Die ersten 8 Haarfunktionen

Die Haarfunktionen besitzen eine Eigenschatft, die sie woleeen orthogonalen Funktionen
unterscheidet. Sie besteht darin, dass sich die Funktiemewiner Haarfunktion, die un-
gleich Null sind, bei einigen Funktionen auf das gesamta@wnalitatsintervall erstrecken
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(globale Funktionen), bei anderen jedoch nur auf einem&leBereich (lokale Funktionen).
Werden diese Funktionen zur Approximation benutzt, solgrftiese zum einen in globa-
ler Hinsicht, also beziglich des gesamten Intervalls, wrd anderen lokal, also in einer
kleinen Umgebung. Die gleichzeitige Betrachtung der diedand lokalen Eigenschaften
eines Signals ist das Prinzip der Wavelettransformation.

Zweidimensionale Haarfunktionen Die zweidimensionalen Haarfunktionen lassen
sich in Analogie zu Gleichung 3.178 aus dem Produkt der sindsionalen ableiten. Die
ersten 16 zweidimensionalen Haarfunktionen sind in Ahirityi3.52 dargestellt.

I

y—

Legende: []>0 Bo

Abbildung 3.52: Zweidimensionale Haarfunktionen nach [3]

Die Abbildung zeigt deutlich den lokalen und globalen Ckhégader einzelnen zweidimen-
sionalen Funktionen.

3.9 Ubungsaufgaben

Ubung 10 (Lésung auf Seite 266)

Stellen Sie sich einen Wiirfel als Signalquelle vor und neh8ienrecht viele* Messungen
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dieses Signals vor. Wenn ein Messwert die Augenzahl isghvedWlesswerte sendet dann die
Quelle, wie oft treten diese Messwerte jeweils auf, wietdilals normierte Histogramm aus?
Berechnen Sie aus dem normierten Histogramm Mittelwert Stashdardabweichung der

Messreihe und zeichnen Sie beide Kennwerte in die Histogidamnstellung ein. Berechnen

Sie Entropie und maximale Entropie. Wie grol} ist die Redon@a

Ubung 11 (Lésung auf Seite 266)

Wiederholen Sie alle Betrachtungen fiir eine Signalquelte2roder 3 Wiirfeln; ein Mess-
wert sei jetzt die Augensumme. Berechnen Sie dartber hijesugls das kumulative Hi-
stogramm, stellen Sie es dar und zeichnen Sie statistiselfizdhlen ein.

Ubung 12 (Lésung auf Seite 266)

Stellen Sie sich jetzt wieder einen Wirfel als Signalquetie diesmal aber eine Kugel.
Stellen Sie sich weiterhin vor, diese Quelle sendet korgitiaghe und gleichwahrscheinli-
che Signalwerte:(¢) in den Grenzem undb. Wie sieht nun das normierte ,Histogramm*
p(z) aus und wie heildt es jetzt? Berechnen Sie aus der Funktigrden Signalmittelwert,
die Signalvarianz und die Standardabweichung. Faktoeisi8ie oder benutzen Sie bi- bzw.
trinomische Formeln zum Vereinfachen der Ausdriicke.

Ubung 13 (Lésung auf Seite 266)

Von einer kontinuierlichen ZufallsgroRRe(t) ist lediglich die Wahrscheinlichkeitsdichte-
funktion p(z) = Ae>* fur x > 0 bekannt. Firr < 0 ist p(z) = 0. Die Kenngro-
Re X sei beispielsweis8,5. Zeichnen Sie die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktjgn) und
die Verteilungsfunktior'(z). Bei welchem Wert der Zufallsgréewird die Flache unter
der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion halbiert, wieftaiieser Wert und wie grol3 ist er?
Zeichnen Sie ihn in die Diagramme ein. Berechnen Sie noctervesstatistische Kenngro-
Ben und versuchen Sie, auch diese in die Diagramme einhuzgic

Ubung 14 (Lésung auf Seite 267)

Die Beobachtung eines diskreten Signals mit einem mogli&ignalpegel vor:10 ergab
die folgenden absoluten Haufigkeiten:

Messwert | =10 -5 0 +5 +10
Haufigkeit | 13 8 58 8 13

Zeichnen Sie das normierte Histogramm, berechnen Sie dmiexden Zentralmomentg
bis 34 und vergleichen Sie diese mit denen einer Normalverteilung
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Ubung 15 (Lésung auf Seite 267)

Gegeben seien dig! aufeinander folgenden Messwerte eines Signals:
—-62-37-222-2-90-5-12-52-7-210-39-5-992-876-8
-3-1081073-11-3-937-59-7-2-24-6-20-3825310
—-10 10-3 9—-6 8 9 -8

Zeichnen Sie das Signal und untersuchen Sie das Signahiers&anze”. Stellen Sie dazu
ein Histogramm uber das gesamte Signal auf, berechnen iBigddie Momente:; und z,
sowie Median und Modalwert(e). Jetzt untersuchen Sie dasabjepisodisch”. Schneiden
Sie dazu aus diesem Signal mdglichst viele, sich nicht @ppande Episoden der Dauker
heraus. Berechnen Sie den Episoden-Mittelwertsvakipdie KovarianzmatrixS' und die
KorrelationsmatrixR dieser Episoden. Vergleichen Sie ein Element aus dem Mités-
vektor (Scharmittelwert, Ensemblemittelwert) mit demt#gitelwert bzw. Momentn; . Ist
das Signal ergodisch?

Ubung 16 (Lésung auf Seite 268)

Wiederholen Sie die Aufgabe fir das folgende Signal:
0479109730-4-7-9-10-9-6-3158101096 2-1-5-8-10
-10-8-6-22681010851-2-6-9-10-10-8-5-1369 10984
1-3-7-9-10-9-7—-40

Vergleichen Sie die Resultate mit den Ergebnissen der gegangenen Aufgabe.

Ubung 17 (Lésung auf Seite 268)

Berechnen Sie die MaRRzahlen mittlere Helligkeit, Varigdtandardabweichung, normierte
Schiefe, normierte Wélbung, Grauwertspanne und Entropifofgende Bildsignale:

Schachbretg x 8 Pixel,2 Grauwerted und 1
Graukeil8 x 8 Pixel, 8 Grauwerte) bis 7
homogenes Bil& x 8 Pixel, 1 Grauwert3

Ubung 18 (Lésung auf Seite 269)

Es sind zwei Signale undy gemessen worden:

|2 16 14 23 12 18 6
y|3 10 9 1 8 10 5

Berechnen Sie die arithmetischen Mittelwertg undm,, die Varianzers, unds, sowie
die Kovarianzs, ,,. Bestimmen Sie den pearsonschen Korrelationskoeffiziente
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Ubung 19 (Lésung auf Seite 269)

Korrelieren Sie zwei zeitkontinuierliche Signale. Signa(¢) sei ein linear abfallendes Si-
gnal der Daueil mit einer Startamplitudeé und einer Endamplitude,5, Signalxz(t) ein
konstantes Signal der Dauemit einer Amplitude voro,5. Wéhlen Sie ein Verschiebungs-
zeitintervall von—1 < 7 < 1. Beachten Sie, dass (¢) in negativer Richtung verschoben
werden muss, d. h. nach links, wenpositiv ist und nach rechts, wenmegativ ist. Skiz-
zieren Sie das kontinuierliche Ergebnis-).

Ubung 20 (Lésung auf Seite 269)

Korrelieren Sie die zwei diskreten Signate undx..

z: |05 075 1 075 05
z2 | 05 05 05 05 05

Fuhren Sie die erforderlichen Verschiebungen fur ein feedmingsindex-Intervall-4 <
m < 4 durch. Skizzieren Sie das diskrete Ergebnis

Ubung 21 (Lésung auf Seite 269)

Falten Sie ein diskretes Signflmit der Maskeh.

f10 0 0 05 1 1 1
h|1 0 -1

Fuhren Sie das Falten der beiden Vektoren fir ein Intefvall n < 12 durch. Interpre-
tieren Sie das Ergebnig,. Beachten Sie dabei, dass die diskrete Faltung Grundlégye al
Digitalfilter ist. Skizzieren Sie das Eingangssignal und Baltungsergebnis.

Ubung 22 (Lésung auf Seite 269)

Filtern Sie die folgenden vier Ausschnitte vB+bit-Bildsignalen mit einem Tiefpassfilter,
bei dem alle Grauwerte innerhalb eirkex 3-Umgebung addiert werden und die Summe
noch durch die Zah) geteilt werden muss (gleitender Mittelwert). Geben SieFdliervor-
schrift in Form der Wichtungsmatrik an. Die vier Bildausschnitte heil3en:

homogenes Bild (ein Grauwe3}

waagerechte Zebrastreifen (zwei Grauwértend7)
senkrechte Zebrastreifen (zwei Grauweyiend7)
Schachbrett (zwei Grauwerfeund 7)
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homogen
3 3 3

w
w

3
3 3 3 3
3 3 3 3

waag. Zebra
TT T T

EN|

0 0 0 O
(A G (Y R

senkr. Zebra
o 7 0 7

EN|

0o 7 0 7
0o 7 0 7

Schachbrett
7T 0 7 0 7
0o 7 7
70 0

o

0 0
7 7

Setzen Sie die Ausschnitte ggf. sinngemalf fort. Rundenierbcht die Grauwerte im
jeweiligen Ergebnisbild.

Ubung 23 (Lésung auf Seite 270)

Filtern Sie wieder das Schachbrett, diesmal aber mit eiBreBiGaul3tiefpass als Filtervor-
schrifth:

Ubung 24 (Lésung auf Seite 270)

Sie kennen bereits die zwei Sighaleindy:

2 16 14 23 12 18 6
3 10 9 11 8 10 5
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Berechnen Sie die arithmetischen Mittelwertg undm,,, die Varianzers, unds, sowie
die Kovarianzs, ,. Schreiben Sie die beiden Mittelwerte in einen Mittelwegtdorm und
die drei Varianzen in eine Kovarianzmatik Ordnen Sie die drei pearsonschen Korrelati-
onskoeffizienten in einer Korrelationsmatikan.

Berechnen Sie nun von der Kovarianzmatsixlie Eigenwerte und die Eigenvektoren. Ska-
lieren Sie ggf. die Eigenvektoren jeweils auf die Langeéchreiben Sie diese beiden Ei-
genvektoren (Basisvektoren) in eine Karhunen-Loeve-iMak LT. Transformieren Sie
den Mittelwertsvektor mit der Formeh’ = K LT - m und die Kovarianzmatrix mit der
FormelS’ = KLT - S - KLT" vom z-y-Signalraum in einem-v-Signalraum und be-
rechnen SiaR’. Mit der Formel fir die Transformation des Mittelwertsvetg konnen Sie
auch andere Vektoren transformieren. Berechnen Sie asé diet zwei neue Signale
undv. Dazu nehmen Sie jeweils zwei korrespondierende Vektorefte ausc undy und
multiplizieren diese von rechts an die KLT-Matrix.

Ubung 25 (Losung auf Seite 271)

Die Filterkoeffizienten eines Digitalfilters haben die fetglen Werté = 0,2- (2 1 2)T.
Was fiir ein Filter ist das? Zeichnen Sie den Betrag der Udguingsfunktion (mit Ergeb-
nissen der Kurvendiskussion) und ein Signalflussbild.

Ubung 26 (Losung auf Seite 271)

Ein Digitalfilter habe die Filterkoeffizientety = 0,5 unda; = —0,5. Was fir ein Filter
ist das? Zeichnen Sie wieder den Betrag der Ubertragunkidan(mit Ergebnissen der
Kurvendiskussion) und ein Signalflussbild.

Ubung 27 (Lésung auf Seite 271)

Ein Rekursivfilter habe die Filterkoeffizientdg = 1 unda; = —as, = —1. Zeichnen
Sie wieder den Betrag der Ubertragungsfunktion (mit Ergesam der Kurvendiskussion).
Wofir kann dieses Filterverhalten ausgenutzt werden?

Ubung 28 (Losung auf Seite 272)

Geben Sie di® symmetrischen Filterkoeffizientdn, flr einen nichtrekursiven Gauf3tief-
pass und -hochpass jewetlsOrdnung an. Gehen Sie dazu folgenden Rechenweg: Nehmen

Sie von einem pascalschen Dreieck die Zeile, indd8ahlen stehen. Finden Sie noch einen
geeigneten Normierungsfaktor. Mit dem Verschiebungssatz

k2 . . .
bHP = exp (W\A) biP mit ww, wa Mitten- bzw. Abtastkreisfrequenz
WA

kénnen Sie das Verhalten des Gaulitiefpasses verandermywandh das eines Hochpasses.
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Skizzieren Sie jeweils den Betrag der Ubertragungsfunktio

Ubung 29 (Lésung auf Seite 272)

Gegeben sei folgende Messreihe:

n |0 1 2 3
t, |0 1 2 3
fml7 5 2 -1

Berechnen Sie als erstes den pearsonschen Korrelatidfiziemten. Falls dieser nahe bei
+1 liegt, bestimmen Sie mit den Basisfunktion@p(t) = t° und®,(t) = t' eine Nahe-
rungsgerade. Skizzieren Sie die Naherungsfunkfigft) im Diagramm der Messreihe.

Ubung 30 (Losung auf Seite 272)

Nahern Sie folgende Messreihe:

n| 0 1 2 3 4 5
th | =3 =2 0 1 2 3
fnl 9 4 0 1 4 9

Benutzen Sie jeweils die folgenden drei Basisfunktionen:

a) die geraden Kreisfunktioneis(0), cos(t) undcos(2t)
b) die ungeraden Kreisfunktioneim (7 /2), sin(¢) undsin(2t)

Berechnen Sie fur beide Naherungsfunktionen das gauRsttermarE? und vergleichen
Sie. Skizzieren Sie wieder die Naherungsfunktioigyit) im Diagramm der Messreihe.

Ubung 31 (Lésung auf Seite 272)

Gegeben sei die diskrete Betragsfunktion als Messreihe:

n 0 1 2 3 4
tw | =1 =05 0 05 1
fn ‘tn‘

Untersuchen Sie als erstes, ob die beiden Basisfunktidgét) = ¢t und ®4(¢t) = ¢* im

Intervall der Messreih&,, t4] zueinander orthogonal sind. In das Gleichungssystem zum
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Berechnen der Koeffizientery undc; gehen ja nur die Funktionswerte der Basisfunktionen
&, (tn,) zu den Messzeitpunktet), ein. Daher untersuchen Sie auch, ob die Folgen
undt2 orthogonal sind. Nun berechnen Sie die Naherungsfunktiohilberlegen, welchen
Vorteil orthogonale Basisfunktionen beim Lésen von Nahgeaufgaben haben.






Kapitel

Die Werkzeuge des
Spektralbereichs

Im vorigen Kapitel haben wir Werkzeuge vorgestellt, mit eleraus einem Signal in sei-
ner zeitlichen oder rAumlichen Darstellung Informatioieer den signalerzeugenden Pro-
zess gewonnen werden konnten. Jetzt soll das zeit- odaebbéagige Signal als Summe
so genannter Basisfunktionen beschrieben werden. Dieshigés durch seine spektrale
Zerlegung. Sie liefert eine Aussage dartber, mit welcheneifdie verschiedenen Basis-
funktionen im Signal enthalten sind. Sind die Basisfunitio beispielsweise sinusférmige
Schwingungen, so ist die spektrale Amplitude eine FunkdiemFrequenz. Bei diskreten Si-
gnalen heil3en diese Anteile Spektralkoeffizienten, befikaierlichen Signalen ergibt sich
eine Spektralfunktion. Die Darstellung eines Signals imes® originalen oder spektralen
Bereich ist unter dem Gesichtspunkt des Informationsgelgalindsatzlich gleichwertig.
Die beiden Darstellungen sind wie zwei Sprachen lediglicie endere Ausdrucksweise.
Nicht gleichwertig sind die beiden Darstellungsformeroje hinsichtlich der Interpretati-
on der Signaleigenschaften und der Mdglichkeit, die beiSignalverarbeitung erwiinsch-
ten Effekte zu verdeutlichen. Beispielsweise gibt die s Darstellung eines Signals oft
besser als die zeitliche Auskunft dartiber, ob und wie einbisgarme Kompression des
Signals erfolgen kann.

Der Ubergang in ein Signalspektrum ist mit orthogonalen.bumitéaren Transformatio-
nen mdoglich. Durch solche Transformationen werden Signae Zeit- oder Ortsbereich,
dem Objektbereich, in einen Spektralbereich, den Transitionsbereich, tUberfuhrt. Als
Basisfunktionen fiir die spektrale Zerlegung kénnen die bsdhnitt 3.8.3 vorgestellten
orthogonalen Funktionssysteme dienen. Die zugehdrigansformationen haben unter-
schiedliche Eigenschaften. Eine Reihe von ihnen hat sictieinSignalverarbeitung als
nitzlich erwiesen. Welche fur den jeweiligen Anwendunlygfabevorzugen ist, hangt von
den Signaleigenschaften ab, aber auch von der verfugbaimoder dem erforderlichen
Aufwand zur Berechnung des Spektrums. Die Gleichwertighkei allgemeinen Signalbe-
schreibung in einem Originalbereich af$x) und einem Spektralbereich al3(y) lasst
sich aus der reziproken Natur der orthogonalen bzw. umtéransformationefi’ ableiten:
T{f(x)} = F(y) «— T '{F (y)} = f(x). Das urspringliche Signal lasst sich also
durch die inverse Transformatidfi-! wiedergewinnen, demzufolge muss auch die spek-
trale Darstellung dieselbe Information wie das zeitabiga&ignal enthalten.

So wie der Objektbereich unterschiedlicher physikalisdiatur sein und verschiedene
MaReinheiten haben kann, hat auch die spektrale Darsgelimterschiedliche MaRein-
heiten. Eine eindimensionale Funktion der Zeit mit der MalReit Sekunde kann in eine
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Spektraldarstellung transformiert werden, die eine Honkder Frequenz mit der Mal3ein-
heit Hertz ist { Hz = 1/s). Eine zweidimensionale Funktion des Ortes mit der Mdf&gin
Meter fur beide Ortskoordinaten ist im Spektralbereicteéinnktion der so genannten Orts-
frequenz mit der MaReinhelt/m fir beide spektralen Dimensionen. Da diese Maf3einheit
nicht sehr aussagefahig ist, wird stattdessen zur AngabAufsung im Ortsfrequenz-
bereich die Angabe Linienpaar pro Millimeter benutzt, wialrg&er einem Linienpaar eine
schwarze und eine weil3e Linie zu verstehen ist.

Die Transformation von zeit- oder ortsabhéngigen diskr&ignalen in einen Spektralbe-
reich kann auch als Koordinatentransformation interpretverden (vgl. Abschnitt 4.3.2).
Die Originalsignale sind dann al$-dimensionaler Vektor in einem Vektorraum aufzufas-
sen, dessen Dimension gleich der Anzahl der Abtastwert&rashsformation bedeutet nun
die Rotation des Koordinatensystems in dies€ndimensionalen Raum. Das diskrete ein-
oder zweidimensionale Spektrum entspricht dann den Konateh des neuen Koordinaten-
systems. Durch die Drehung des Koordinatensystems weraggrZen umverteilt. Das be-
deutet, dass die Varianzen der Abtastwerte des Origimalisgdie der Leistung des Signals
entsprechen, so auf das Spektrum verteilt werden, dassisiais moglichst wenig spektra-
le Anteile (Koeffizienten) konzentrieren. Dabei bleibt §iemme der Varianzen in beiden
Koordinatensystemen erhalten. Die Umverteilung der Veea ist gleichbedeutend damit,
dass die zwischen benachbarten Abtastwerten bestehemdsdation verringert wird. Die
Dekorrelation ist maximal, wenn die Basisfunktionen fie dransformation aus den sta-
tistischen Eigenschaften des Signals selbst ermitteltl@re(Hauptachsentransformation).
Transformationen mit konstanten Basisfunktionen, wie.aiB Fouriertransformation, lie-
fern nur eine suboptimale Entkorrelierung.

Der Ubergang von der Original- zur SpektraldarstellungegiBignals kann nun das Ziel
verfolgen, die weitere Signalverarbeitung im Spektrumcttithren zu wollen, d. h. die

Koeffizienten weiter zu verarbeiten. Es kann aber auch wierswert sein, das Spektrum
zu veréndern, also bestimmte Spektralanteile zu dampfenhatvorzuheben. Schlief3lich
kann auch eine Auswahl bestimmter Koeffizienten fur einerig® Transformation zuriick
in den Originalbereich eine vorteilhafte Signalveranegt darstellen.

In diesem Kapitel sollen nun zuerst Verfahren vorgesteditden, mit denen Signale aus
dem Zeit- oder Ortsbereich in einen Spektralbereich Ubetrfiierden kdnnen. Dazu geho-
ren flir stationare Signale verschiedene Reihenentwiglennind Orthogonaltransformatio-
nen, fiir instationare Signale die Kurzzeittransformationnd die Wavelettransformation.
AnschlieRend werden fir ausgewahlte Spektralbereich&x&age erlautert, mit deren Hil-

fe das Spektrum zielgerichtet verandert werden kann. Dahdrgn die Signalfilterung, die

schnelle Korrelation und die schnelle Faltung.

4.1 Reihenentwicklungen mit orthogonalen
Funktionen

Das Prinzip der Reihenentwicklungen soll zunachst an dessidchen Fourierreihenent-
wicklung erlautert werden. AnschlieRend wird als Beisfiieleine Reihenentwicklung mit
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einem rechteckformigen Funktionssystem die Walshreifigvieklung vorgestellt.

4.1.1 Fourierreihenentwicklung

Zeitkontinuierliche periodische Signale Die Ausflihrungen in diesem Abschnitt be-
ziehen sich auf ein zeitkontinuierliches Sigrfdt) mit der Periodendauéf, also f(t) =
f(t+nT). Die reziproke PeriodendaugfT heifdt auch Grundfrequenz des periodischen
Signals und soll mitf, bezeichnet werden, die zugehorige Kreisfrequenzjst= 27 fj.

Wir benoétigen zum Verstandnis der FourierreihenentwicglauRerdem die Zusammen-
hange des Abschnittes 3.8.1 Uber die Naherung von Funktidert wurde gezeigt, dass
orthogonale Funktionssysteme fiir die Signalapproximakiesonders gut geeignet sind.
Fir die Approximationsfunktiotfap(c, t) wurde der allgemeine Ansatz einer Linearkombi-
nation von)M Basisfunktionerm®,, (¢) mit M Parameteri,, gewahlt:

M—-1
fap(et) = D em O (1) (4.1)
m=0

Die Anwendung des Prinzips der kleinsten Fehlerquadratiedim Einschrankung auf or-
thogonale Funktionen fiihrt zu einfachen Lésungen fiir diefi@entenc,,, der Basisfunk-
tionen.

Das Funktionssystem,, (¢) kann nun aus harmonischen oder nichtharmonischen orthogo-
nalen Funktionen bestehen. Prinzipiell sind sie beideifig Reihenentwicklung geeignet.
Zuerst soll die alteste und nach wie vor wichtigste Reihemieklung, die Fourierreihen-
entwicklung, ausfuhrlich behandelt werden. Jean Bapkstgrier hat im Jahre 1807 die
folgende Behauptung aufgestellt:

Jedes periodische Signal lasst sich in harmonische Bestlzerlegen, deren Kom-
ponenten sich in Amplitude, Phase und Frequenz untersameicbbei die Frequenz
der Komponenten immer ein Vielfaches der Grundfrequenz ist

Diese Erkenntnis stieR bei den Mathematikern seiner Zdieehebliche Vorbehalte, so
dass es erst im Jahre 1822 zu einer Vertffentlichung kam 2B]Demonstration des von
Fourier formulierten Sachverhalts zeigt Abbildung 4.1 périodisches Signal und seine
harmonischen Bestandteile.

Die Komponenten des periodischen Signals sind eine Kasinkison und zwei Sinusfunk-
tionen:

Komponente Frequenz | Amplitude
Kosinusfunktionf; (t) | 0,5 Hz 1
Sinusfunktionfs(t) 0,25 Hz 4
Sinusfunktionfs(t) 0,5 Hz 2

Die Funktionf(t) ergibt sich durch Addition dieser Komponenten. Bei der koueihen-
entwicklung sind also die Basisfunktionén, (t) in Gleichung 4.1 bzw. Gleichung 3.124
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Abbildung 4.1: Ein periodisches Signal f(¢) und seine Komponenten fi(t) bis f5(¢)

orthogonale harmonische Funktionen. Wir wollen fiir die Apgimationsgleichung zuerst
die komplexe Schreibweise benutzen, die sich aus der Additr Kosinus- und Sinusfunk-
tionen nach der Eulerschen Formel (Gleichung 3.151) eriyilttk € Z als Ordnungszahl
und der Grundfrequeng, gilt fir die Approximationsfunktiorfag(c, t):

fap(c,t) = i ¢y, eIhwot 4.2)

k=—oc0

Fur die Berechnung der Koeffizientepist in Abschnitt 3.8.2 schon eine Gleichung abge-
leitet worden (Gleichung 3.142):

8 — o

f &) P (t) de

Cr = b (43)

[ 1y ()] dt
Werden in die Gleichung 4.3 fi@, (¢) die komplexe Exponentialfunktion und fif{¢) ein
periodisches Signal mit der Periodeeingesetzt, genigt fur die Berechnung der Koeffizi-
enten eine Signalperiode. Fur die Koeffizienter, ergibt sich dann:

T
— ﬂ —jkwot
=5 /f(t)e dt (4.4)
0

Die Koeffizientenc, heiBen Fourierkoeffizienten. Sie sind komplex und besteheater
Regel aus einem Realteit {c,} und einem Imaginéarteit {c; }. Werden nun unendlich
viele, mitc;, gewichtete Exponentialfunktionen tiberlagert, kann jdxgiebige periodische
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Signal f (t) approximiert werden:

Z cp 7 Fwot (4.5)

k=—o0
Diese Gleichung stellt die Fourierreihenentwicklung imigexer Form dar. Sie wird auch
als Fouriersynthese bezeichnet, da sie die Zusammengedesrperiodischen Signals aus
Exponentialfunktionen beschreibt. Dagegen ist die Barenf der Fourierkoeffizienten
nach Gleichung 4.4 die Fourieranalyse.
Die Fourierreihenentwicklung lasst sich auch in reellemrangeben. Gleichung 4.5 geht
dann tber in:

= 50 + ; ay, cos (kwot) + by, sin (kwot)) (4.6)

Die Gleichungen zur Berechnung vap undby, (ax, by € R) lauten:

ap = @/f(t) cos (kwot) dt  fur k=0,1,... (4.7
m

T
bk = ﬂ/f (t)sin (kwot) At far k=1,2,... (4.8)
T

Aus der Eulerschen Formel (Gleichung 3.151) ergibt sicle @pziehung zwischen den
komplexen Koeffizienten; und den reellen Koeffizienter, undby:

—7b i b

LQM und c_p = w;k —c (4.9)

Da die Sinusfunktion auch als verschobene Kosinusfunidamgestellt werden kann, gilt
auch:

C =

A oo
F&) =22+ Apcos (kwot + ay,) (4.10)

k=1
Die Koeffizientend, und A, und der Winkeky;, berechnen sich filt = 1,2, ... wie folgt:

a
A = 3
Ay = \/ak2+bk2
b
o = — arctan — (4.11)

Qg

Werden in der reellen Darstellung der Fourierreihe nachc@leg 4.6 auch negative Fre-
quenzen zugelassen, teilen sich die halbierten Koeffieiesymmetrisch (Kosinusanteile)
oder zentralsymmetrisch (Sinusanteile) um die Ordinate au

Die Darstellung der Koeffizienten in Abh&ngigkeit von deedienz ist das Spektrum des
periodischen Signals. Es enthalt die Grundfrequenz ure\taifachen, die Harmonischen,
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deren GroRRe durch die Koeffizienten bestimmt wird. Das Spakheildt auch harmonische
Schwingungsreihe oder Linienspektrum oder einfach Engater Fourieranalyse.

Aus den verschiedenen Gleichungen fir die Fourierreingnekiung ergeben sich auch
verschiedene Moglichkeiten, das Ergebnis darzustelliéndie komplexen Koeffizienter),

ist die Darstellung von Betrag;| und Winkel Z¢;, in Abhangigkeit vonw méglich. Auch
die Koeffizientena;, und b, kénnen zu einer Betrags- und Winkeldarstellung zusammen-
gefasst werden. Dazu verwenden wir wieder die Gleichung@h @nd 2.36. Als Beispiel
ist die periodische Funktion aus Abbildung 4.1 in eine Feudihe entwickelt worden. Ab-
bildung 4.2 a) zeigt das Kosinusspektramund das Sinusspektruty mit den zu diesen
Frequenzen gehérigen harmonischen Schwingungen. In dbigl 4.2 b) ist das komple-
xe Spektrunxy, als Betrags- und Winkeldarstellung gezeigt. DieHarmonischek = 1)
besteht nur aus der Sinusfunktign(¢), die 2. Harmonischgk = 2) setzt sich aus den
Komponentery; (¢) als Kosinusfunktion ung(¢) als Sinusfunktion zusammen.

Unabhangig davon, ob komplexe oder reelle KoeffizienterEagebnis der Fourierreihen-
entwicklung beschreiben, haben die Frequenzlinien imimemneAbstand vorw, = 27 /7.

Wegen der weitreichenden Bedeutung sei hier noch einmalefvichtigen Zusammen-
hang hingewiesen, der durch die Fourierreihenentwickhargestellt wird. Zu einem zeit-
abhéngigen periodischen Signal gehort in der spektralest@ng ein diskretes Spek-
trum, ein Linienspektrum. Da Uber die Fouriersynthese aums Hinienspektrum, also aus
den diskreten Werten der Koeffizienten, das periodischaabig theoretisch fehlerfrei —
wieder berechnet werden kann, impliziert die Entsprechuorgperiodischem Signal und
Linienspektrum auch, dass in den Koeffizienten die gesanftarhation enthalten sein
muss. Diese Erkenntnis ist fir das Verstéandnis des Abtasttims von besonderer Bedeu-
tung (vgl. Abschnitt 2.3).

Falls das periodische Signal einen Knick aufweist, d. he lnstetigkeit in det. Ableitung
besitzt, sind fur die Approximation unendlich viele Basigftionen notwendig. Ist das Si-
gnal selbst unstetig, so tritt in der Approximation das swegemte gibbssche Phanomen auf.
Es beschreibt das Uberschwingen der Fourierreihe an liffistigsstellen. Das ,Phanomen*
besteht darin, dass dieses Uberschwingen unabhéngig véndehl der Summanden in
Gleichung 4.6 zirka 9% der Sprunghthe betréagt [8]. Der tpmsverlauf des Uberschwin-
gens ist auch in Abbildung 4.13 c) zu sehen.

Zeitdiskrete periodische Signale Liegt das zu approximierende Signal als Abtast-
wertefolge vor, so missen auch die harmonischen Funktidis&retisiert und das Orthogo-
nalitétsintervall beachtet werden. Ist die Periodenddasabgetasteten Signdlg,,) = f,
gleich N, dann giltf,, = f,.+~. Die Grundfrequenz betragy N, die Grundkreisfrequenz
ist27/N. Auch die abzutastende harmonische Funktion muss dieSelbelfrequeni /N
oder ein ganzzahliges Vielfaches davon haben. Damit hatiglieete Exponentialfunktion
einen Abtastwert vorxp(j2rkn/N). Da die komplexe Exponentialfunktion ni¥ ver-
schiedene Werte annehmen kann, besteht die Fourierrethmaximal N Komponenten.
Mit einer Grof3eK, fur die gilt 2K + 1 < N, lautet die diskrete Fourierreihe in der kom-
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Abbildung 4.2: Ergebnisse der Fourierreihenentwicklung des periodischen Signals aus
Abbildung 4.1 in verschiedenen Darstellungen
a) Koeffizienten ay, br und zugehorige Kosinus- und Sinusfunktionen
b) Koeffizienten ¢, und zugehérige Kosinus- und Sinusfunktionen
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plexen Form dann:

K
k .
fo="Y_ crexp <j27r]\7> mit n=0,1,...,N—1 (4.12)
k=—K
Die reelle Darstellung hat die Form:
a K kn kn
fn = 50 + ; [ak coS <27rN) + by, sin (27TN>:| (4.13)

Die Berechnung der Koeffizienten kann aus der Gleichungl3.14

N-1
Z fn dsk,n
op = (4.14)

N-1 9
> |Prnl
n=0

durch Einsetzen der diskreten Exponentialfunktiordfii;, abgeleitet werden. Da der Nen-
ner dann den Wev oder N/2 hat, ergibt sich fur die komplexen Koeffizientep

= ij::fn exp (-j%?) fir k=0,%1,4+2,...,+K (4.15)
und fir die reellen Koeffizientet,., by :
9 N-1 kn
= o nz:% fn cos (27rN> fur £=0,1,2,...,K (4.16)
9 N—-1 kn
be = ;) f sin (27TN> fir k=1,2,...,K (4.17)

Wird nach Gleichung 4.15 beispielsweise der Koeffizignberechnet, so ist das Ergebnis
gleich dem arithmetischen Mittelwert der Abtastwerte elBignalperiode:

1 0-n\  1%<
0= Z‘; fr€xp (jsz) =% Z% fn (4.18)
Der Unterschied zur Fourierreihenentwicklung zeitkomignlicher periodischer Signale be-
steht darin, dass die zeitkontinuierlichen Signale ausdiigh vielen, die zeitdiskreten Si-
gnale aber nur aus maximal Frequenzkomponenten zusammengesetzt sind.

Wie bei der Fourierreihenentwicklung fir zeitkontinuiehle periodische Signale entspricht
der Abstand der Spektrallinien einer GrundkreisfrequenzV. Eine wichtige Eigenschaft
der diskreten Fourierreihenentwicklung ist die Periddizder Spektralkoeffizienten, d. h.
¢k = cpn Unde_i, = cy—i = cj. Ein gerades reelles Signal besitzt reelle Spektralkoeffi-
zienten, ein ungerades reelles Signal hat rein imaginaedfig@nten.
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4.1.2 Walshreihenentwicklung

Das Prinzip der Fourierreihenentwicklung als Approximateines periodischen Signals
kann auch auf andere orthogonale Funktionen UbertragedeweAls Beispiel fir eine
Reihenentwicklung mit einem nichtharmonischen Orthotgyséem soll die Walshreihen-
entwicklung dienen. Hierbei werden periodische SignadeSaimme von Walshfunktionen
dargestellt, die sich in Amplitude und Sequenz untersereiBie Basisfunktionem,,, (t)
nach Gleichung 3.124 sind jetzt die Walshfunktioreti(, ©), die in Abschnitt 3.8.3 be-
schrieben sind. Fir ein periodisches Sigfig) der Periodendaudr gilt dann die Bezie-
hung:

£(©)=> ciwal(i,0) (4.19)

=0

Wird die Gleichung 3.142 auf Eins normiert, so ergibt sichdié Koeffizienterc;:

1
o = / £ (6) wal (i, ©) dO (4.20)
0

Gleichung 4.19 entspricht der Walshsynthese, die Berewhdar Walshkoeffizienten nach
Gleichung 4.20 ist die Walshanalyse. Das besondere Kertrereider Walshsynthese wird
aus Abbildung 4.3 deutlich. Gezeigt ist ein periodischem&liund seine Komponenten der
Walshreihenentwicklung:

Komponente | Sequenz| Amplitude
wal(0, ©) 0 zps 2,25
wal(1,0) 1 zps 1,00
wal(3,0) 2 zps 0,50
wal(7,0) 4 zps 0,25

Die mit ¢y, ¢, c3 unde; bezeichneten Amplituden der zugehdrigen Walshfunktidredren
die in der Tabelle aufgefiihrten Werte. Sie sind das ErgaterisValshanalyse. Die Walsh-
synthese nach Gleichung 4.19 ist durch additive Uberlaggder mit den Koeffizienten

¢; gewichteten Walshfunktionen auszufiihren. Diese Uberlamggist in der Abbildung ex-
emplarisch fir den We® = 5/16 angedeutet. Wie das Beispiel zeigt, wird sich bei einer
endlichen Zahl von Uberlagerten Walshfunktionen immeitrippenférmiges periodisches
Signal ergeben.

Um die inhaltliche Bedeutung der Walshanalyse zu verdesheh, soll als Beispiel die
Walshreihenentwicklung eines periodischen Dreiecks®fia(t) ausgefihrt werden. Da-
zu sei daran erinnert, dass eine Beziehung der Form vonheigic4.20 ein inneres Pro-
dukt darstellt, das als MaR fiir die Ahnlichkeit von zwei Ftioken interpretiert werden
kann (vgl. Abschnitt 3.8.2, Gleichung 3.135). Auf das Baspezogen heilit das, dass die
Grol3e der Koeffizienten; ein Mafl3 dafur ist, wie &hnlich das Dreiecksignal der jeweili
gen Walshfunktion ist. Zur lllustration dieses Sachveshabllen die Koeffizienten nicht
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Abbildung 4.3: Ein periodisches Signal f(©) und seine Komponenten

nach Gleichung 4.20 berechnet, sondern exemplarisch dfesgine Ermittlung von zwei
Koeffizienten als inneres Produkt demonstriert werden.

Abbildung 4.4 a) zeigt die Ermittlung des Koeffizientgnals gemeinsame Flache des Pro-
duktsfp(©)-wal(1, ©), seine GroRe ist; = 4/8 (4 Dreiecke der Flachg/8). In Abbildung

4.4 b) ist die Ermittlung des Koeffizienteg gezeigt. Die gemeinsame Flache und damit der
Koeffizientc; ist jetzt gleich—8/32 (16 Dreiecke der Flachg&/32, davon12 mit negativem
und4 mit positivem Vorzeichen).

Fur die Entwicklung eines zeitdiskreten Signglamit der Periodendauéy in eine Walshrei-
he qilt in Analogie zu Gleichung 4.12:

N-1
.. n
fo = ; ¢; wal (z, N) (4.21)
Die Walshkoeffizientem; berechnen sich mit:
1 = n
= N nz:% fnwal (Z, N) (4.22)

Das Ergebnis der Walshreihenentwicklung, das Sequentzepgkist ebenfalls ein Linien-
spektrum. Der Abstand der Linien entspricht dem KehrwareéePeriodendauer des peri-
odischen Signals, die in den Gleichungen 4.19 und 4.20 miDdeer1 festgelegt wurde.
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wal(1,6)4 wal(5,0) 4
f.(8) 1 f(0) 11

10

a) -1+ b) -1+

Abbildung 4.4: Grafische Ermittlung der Walshkoeffizienten ¢; = 1/2 und ¢s = —1/4

Abbildung 4.5 zeigt den Beginn des Sequenzspektrums désdBeignalsfp (©) in Abbil-
dung 4.4.

f> ()4
1..

Abbildung 4.5: Periodisches Dreiecksignal fp(©) und sein Sequenzspektrum c; bis i = 13

4.1.3 Verallgemeinerte Reihenentwicklung

Reihenentwicklungen periodischer Signale sind, wie inohpdt 4.1.2 gezeigt, nicht auf
das System der harmonischen Funktionen beschrankt. IrnipPkéinnen alle orthogonalen
Funktionssysteme zur Approximation verwendet werden sedeshalb zweckmaRig, die
Gleichungen fiur die Analyse und Synthese periodischerabégn verallgemeinerter Form
zu schreiben [19]. Fur zeitkontinuierliche Signale lautémbeiden Gleichungen:

T o]
ckzo/f(t) & (k) dt und f(t)zg)cm(lat) (4.23)

Das orthogonale Funktionssystemdgi:, t). Dem zeitkontinuierlichen periodischen Signal
f(t) wird durch die Reihenentwicklung immer ein diskretes Speht(Linienspektrum) mit
den Koeffizienter;,, zugeordnet.
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Fir den diskreten Fall gelten die beiden Gleichungen:

N-1 N-1
k=3 foPrn und fo=> cxPin (4.24)
n=0 k=0
Das Orthogonalsysterh;, ,, besteht jetzt aus diskreten Funktionen. Das zeitdiskrete p
odische Signal mit den Abtastwertgp besitzt wieder ein Linienspektrum mit den Koeffi-
zientency,.

4.2 Kontinuierliche Transformationen

Reihenentwicklungen mit orthogonalen Funktionssystetresthranken sich auf die Ap-
proximation periodischer Signale. Hat ein nichtperiodesxSignal jedoch endliche Energie,
kann es ebenfalls mit orthogonalen Funktionen angenétendem. Das klassische Werk-
zeug fir den Ubergang vom Originalbereich in einen Spdieraich ist in diesem Fall die
Fouriertransformation. Eine Transformation erfolgt atitein Uber die Bildung des inne-
ren Produkts zwischen der Zeitfunktion und der komplexepdaentialfunktion. Das zu
transformierende Signal kann als zeitkontinuierlichesrarkitdiskretes Signal vorliegen.
Im Folgenden werden beide Falle vorgestellt. Das Ergelsigrimer eine Funktion der
kontinuierlichen Frequenz bzw. Kreisfrequenz. Die Transfation wird deshalb als konti-
nuierliche Transformation bezeichnet.

Zeitkontinuierliche Signale Ein nichtperiodisches kontinuierliches Signal wird mit ei
ner orthogonalen kontinuierlichen Transformation in ee8pektraldarstellung Gberfihrt.
Sie existiert nur, wenn das Signal absolut integrierbar ist

/ IF (8)] dt < 0o (4.25)

Orthogonale Transformationen gehoren zu den Funkti@reformationen, die zwei Men-
gen einander zuordnen:;

F(y)=T{f(x)} und f(z)=T""{F(y)} (4.26)

Die Berechnung voi#’'(y) wird als Hintransformation, die Berechnung véfx) als Riick-
transformation oder auch inverse Transformation bezeicHgine spezielle Funktional-
transformation ist die Integraltransformation mit degatheinen Form:

Fy) = / f(2) K(zy) dz mit f(z)ch und F(y)cB (4.27)

wobei A als Originalbereich un@ als Bildbereich bezeichnet wird. (Um bei ortsabhéngi-
gen Signalen Konfusionen zu vermeiden, wollen wir stattiBéreich immer den Begriff
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Spektralbereich benutzen.) Die Funktifii{z, y) ist der Kern der Transformation. Fur die
inverse Transformation gilt:

o

f (@)= / Fly) K- (2,y) dy (4.28)

— 00

Integraltransformationen wurden untersucht, um komgiiei Rechenoperationen auf ein-
fache abbilden zu kdnnen. Das bedeutet, dass Funktipfsgrund Operationen mit diesen
Funktionen als andere Funktionen und andere Operationeimém mathematischen Bild-
bereich abgebildet werden. Beispielsweise werden durchefidung einer Integraltrans-
formation Differentiationen in Multiplikationen Uberftth Nitzlich fur das Verstandnis or-
thogonaler Transformationen ist es, die Gleichung 4.2haksres Produkt von zwei Funk-
tionen zu interpretieren. Das Ergebnis der Integratiodasin ein MaR fiir die Ahnlichkeit
zwischen der Funktioffi(z) und dem Transformationskefi(z, y). Werden fur den Trans-
formationskerni(z, y) spezielle orthogonale Funktionssysteme eingesetztgeten sich
verschiedene Transformationen.

Ist der Transformationskern die komplexe Exponentialfionk gehen die Gleichungen 4.27
und 4.28 uber in:

F(w) = / f@)e @t dt und f(t)= 2i / F (w)e™* dw (4.29)
—0o0 7T—OO

Diese beiden Gleichungen bilden das klassische Foumeftremationspaar. Mit diesen
Gleichungen kann eine Zeitfunktion in den Spektralbereéiahsformiert werden, der im
Fall der Fouriertransformation Frequenzbereich heildtsiehe der Symmetrierung dieser
Gleichungen durch Normierung beider Gleichungend2f und Ersatz vou durch2r f
fuhren zu verschiedenen Versionen dieser Gleichungerg.die in [32] aufgefuhrt sind.
Leider geht bei symmetrischer Normierung die recht prakiéisEigenschaft verloren, dass
F'(0) der Mittelwert vonf(t) ist.
Die FunktionF'(w) hei3t Fouriertransformierte und ist eine komplexe Fumkter reellen
Variablenw. Die grafische Darstellung dieser komplexen Funktion gtféblicherweise
als Betragsspektrun¥'(w)| und Winkelspektrum/ F(w). Diese Spektren berechnen wir
wieder mit den Gleichungen 2.35 und 2.36. Als Beispiel fig Giansformation eines zeit-
kontinuierlichen Signals in den Frequenzbereich sind ibikloing 4.6 ein Signal und das
zugehorige Betrags- und Winkelspektrum dargestellt. §iamiert wird nur eine Periode
des Signals aus Abbildung 4.1. Das heif3t, dass die Funkienes vonf(¢) auRerhalb des
Intervalls[0, 4) Null sind.

Die Voraussetzung fur die Existenz der Fouriertransfortaienach Gleichung 4.25 besagt,
dass das zu transformierende Signal auch endliche Enargiizdén muss:

/ If () dt < oo (4.30)

Das Betragsquadrat der Fouriertransformierten Y6 gibt nun Auskunft dariiber, wie
sich die Energie im Spektrum verteilt. Diese Grol3e hei3r@adichtespektrun$(w) des
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Abbildung 4.6: Zeitabhangiges Signal und Fouriertransformierte
a) zeitkontinuierliches Signal endlicher Energie
b) Realteilspektrum und c) Imaginérteilspektrum
d) Betragsspektrum und e) Winkelspektrum
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Signalsf(t):
S(w) =|F () (4.31)

Das Energiedichtespektrum eines Signals enthdlt keirkkeseninformation mehr. Das hat
zur Folge, dass das urspringliche Signal nicht wieder kgigonnen werden kann. Ein

Teil der Information des Signals ist somit verloren. Auf &kaseninformation kann aber
unter Umstéanden auch verzichtet werden, wie z. B. bei Signié@ufen mit einer statistisch

vollig unregelmafig schwankenden Phase. Die Gi®(3¢ ist eine gerade Funktion und

invariant gegentiber einer Zeitverschiebung Héb) eine Ubertragungsfunktion, heil3t das
Betragsquadrat auch Leistungsverstarkung.

Ein Vergleich der Fouriertransformation nach Gleichurp4mit der Fourierreihenentwick-
lung nach Gleichung 4.4 zeigt den wesentlichen Untersctiezdbeiden Verfahren. Das
Ergebnis der Reihenentwicklung ist ein Linienspektruns Hegebnis der Transformation
ist eine kontinuierliche Funktion. Eine Beziehung zwistheiden kann hergestellt werden,
indem im Linienspektrum der Reihenentwicklung ein Grerihngvy — 0 oderT” — o
ausgefihrt wird. Die Spektrallinien haben mit wachsendsiddendauef” einen zuneh-
mend geringeren Abstand und gehen schlieBlich in ein koigtiliches Spektrum Uber. Bei
der Reihenentwicklung stellt der Koeffizieat den komplexen Beitrag dér. Harmoni-
schenk - wy der Zeitfunktionf(¢) dar; bei der Fouriertransformation iB{w) die Ampli-
tudenfunktion oder Amplitudendichte an der StelleBei der Fourierreihenentwicklung
kénnen wir mit Hilfe der Fouriersynthese die Zeitfunktiomrizckgewinnen. Bei der Fou-
riertransformation ist dies Uber die Rucktransformati@mayuso moglich. Das bedeutet,
dass die Fouriertransformierf&w) genau wie das Linienspektrum der Reihenentwicklung
alle Informationen enthalt.

Der Ubergang vom Zeitbereich in den Frequenzbereich wirdtddas Symbol—e ge-
kennzeichnet:

f(t) o—e F(w) bzw. F(w) e—o f(t) (4.32)

Es sei noch darauf hingewiesen, dass fur die Existenz deidfsansformierten neben
der Bedingung der absoluten Integrierbarkeit nach Gleighti25 auch die dirichletschen
Bedingungen erfillt sein missen. Sie sagen etwas darlibewaidie Approximation an

den Unstetigkeitsstellen zu erfolgen hat [7].

Symmetrieeigenschaften Die Berechnung des Spektrums eines zeitabhéngigen Si-
gnals lasst sich vereinfachen, wenn die Symmetrieeigaffiechder Fouriertransformation
beachtet werden. Ausgangspunkt ist die Tatsache, dasgesiehreelle Funktion in einen
geraden Anteilfy(¢) und einen ungeraden Antefl(¢) zerlegen lasst:

P = fo @Rl o) =5 (FO+F (1) fult) =5 (F (1)~ F (1)) (4:39)
Als Beispiel ist in Abbildung 4.7 die Zerlegung einer Redhtfenktion gezeigt.

Werden in Gleichung 4.29 die komplexen Exponentialfumeio nach der Eulerschen For-
mel durch die harmonischen Funktionen ersetzt und diede Gésichung 4.33 in gerade
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Abbildung 4.7: Zerlegung einer Rechteckfunktion f(¢) in eine gerade Komponente f4(t)
und eine ungerade Komponente fy(¢)

und ungerade Komponenten zerlegt, dann ergibt sich:

F(w) = /fg(t)cos(wt)dt +/fu(t)cos(wt)dt

2. Integral

~j / fy (€)sin (wt) dt — j / Fu (1) sin (wt) dt (4.34)

3. Integral

Fur das zweite und dritte Integral ergibt sich Null, da UbedRkte von geraden und unge-
raden Funktionen integriert wird. Es bleiben zwei Anteiteig:

F (w) / fg(t)cos (wt)dt —j / fu () sin (wt) dt
Fy(w) —j Fu(w) (4.35)
Aus der Gleichung lassen sich die folgenden Schlussfotggnu ziehen:

Eine gerade reelle Zeitfunktion erzeugt eine gerade r&gaktralfunktion.
Eine ungerade reelle Zeitfunktion erzeugt eine ungeradgiimdre Spektralfunktion.
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Eine (beliebige) reelle Zeitfunktion erzeugt eine Spdkirktion mit geradem Realteil
und ungeradem Imaginarteil. Es gilt die so genannte hesgtiee Symmetrid™ (w) =
F(—w).

Auch die Betrags- und Winkeldarstellung der komplexen Festransformierten haben Sym-
metrieeigenschaften. Der Betrag ist eine gerade und dekalNegine ungerade Funktion
von w:

|F (w)] =|F (—w)| und LF(—w)=— 4F(w) (4.36)
Das in Abbildung 4.6 dargestellte Beispiel zeigt diese Sytnimeigenschaften.

Zeitdiskrete Signale  Die kontinuierliche Fouriertransformation soll jetzt féeitdis-
krete Signalef,, = f(nTa) verwendet werden, wobéiy das Abtastintervall ist. Die Be-
dingung fiir die Existenz der Fouriertransformierten (€ieing 4.25) geht bei diskreten
Signalen in eine Summe uber:

> lal <o (4.37)
Sind die Abtastwerte eines Signals absolut summierbarpseekgiert die Fouriertransfor-
mierte. Beispielsweise erfilllen aperiodische und abklimtg Signale die Gleichung 4.37.
Fur die Fouriertransformierte vaf, gilt:

Fw)=Ta Y. fo-e 9w A (4.38)
Ein Vergleich dieser Beziehung mit Gleichung 4.29 zeigssdder Unterschied zwischen
der Transformation eines zeitkontinuierlichen und eireglskreten Signals darin besteht,
dass das Spektrum zeitkontinuierlicher Signale eine UidedAusdehnung hat. Dagegen
erstreckt sich das Spektrum zeitdiskreter Signale vanTp bis +7/Tx bzw. von0 bis
27 /Ta und setzt sich periodisch fort. Die Periodizitat der FourénsformierterF'(w) mit
der Perioder ist offensichtlich, wenn man die komplexe Exponentialfiok Giber die Eu-
lersche Formel durch eine Summe von Kosinus- und Sinusturda ersetzt.

Der Vergleich zeigt auch, dass die Fouriertransformatioesezeitdiskreten Signals nicht
mehr Uber eine Integration zu berechnen ist, sondern ledigurch Summation der Pro-
dukte der Zeitfunktion mit den Exponentialfunktionen wigdener Frequenz. Aus der Tat-
sache, dass die Fouriertransformierte eines zeitdisk®@ignals eine periodische Funktion
ist und somit in eine Fourierreihe entwickelt werden kamgeben sich die ,Koeffizienten®
dieser Reihe. Sie sind nach Gleichung 4.38 genau die Aleastyy,. Deshalb folgt:

+7/Ta
/ F(w)-el® ™Th qq (4.39)

—7\'/TA

1
fn - %
Die bisher betrachteten Mdglichkeiten, ein Signal in eiSpektralbereich zu transformie-
ren, sind fur die Praxis der digitalen Signalverarbeituagitlb wenig geeignet, weil die re-
sultierende Spektralfunktion immer noch eine kontinugée Funktion vonw ist. Erst wenn
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auch das Spektrum in diskreter Form berechnet wird, spnizht von diskreten Transfor-
mationen. lhre ausfiihrliche Darstellung ist GegenstamdAfaschnitt 4.3.

Da sich die Eigenschaften der diskreten Fouriertransfoomaus den Eigenschaften der
kontinuierlichen Fouriertransformation diskreter Sign@infach ableiten lassen, sollen sie
aber bereits an dieser Stelle aufgefiihrt werden. Auf Bexwsisd verzichtet und dazu auf
die Literatur verwiesen [41, 42].

Symmetriebeziehungen  Die auf S. 165 beschriebenen Symmetrieeigenschaften gel-
ten auch fur zeitdiskrete Signale.

Linearitatstheorem Das Linearitatstheorem, auch Additionstheorem genaagt,aus,
dass die Fouriertransformation eine lineare Transfoimast. Wenn

fno— F(w) und g, o—e G(w)
dann gilt:
alfn + azgn o—e ar I (W) + asG (W) (440)

Abbildung 4.8 zeigt als Beispiel, dass die gewichtete agdliberlagerung der Signal,
undg,, zuh,, zu derselben Linearkombination der Spektren fuhrt.

Erstes Verschiebungstheorem (Verschiebung im Zeitbereic h) Das erste Ver-
schiebungstheorem macht eine Aussage dariiber, welcheirkusg eine zeitliche Ver-
schiebung des Signals auf das Spektrum hat. Wenn

fn o= F(w)
dann gilt:

fr—i o— e IUFIA [ () (4.41)
Die Multiplikation von F'(w) mit dem Faktoexp(—;jwkTa) bewirkt im Spektrum eine An-
derung des Phasenwinkels, nicht aber des Betrags. Werdétedi- und Imaginarteile ge-
trennt dargestellt, so missen sich im Spektrum die verée&ymmetrieverhaltnisse des
Zeitbereichs widerspiegeln. Abbildung 4.9 zeigt an einegrspiel, dass sich die Verschie-

bung vonf,, umk = 4 nicht auf das Betragsspektrum, sondern nur auf das Winddetiapm
auswirkt.

Zweites Verschiebungstheorem (Verschiebung im Frequenzb ereich) Das zwei-
te Verschiebungstheorem zeigt, welche Auswirkung einsdféebung des Spektrums um
wp auf das Zeitsignal hat. Wenn

fn oo F(w)
dann gilt:
ewonTh £ o e F (w— wp) (4.42)
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Abbildung 4.8: Linearitatstheorem der Fouriertransformation
a) Signal f, und b) Betragsspektrum | F'(w)|
c) Signal g, und d) Betragsspektrum |G(w)]
e) Linearkombination der Signale h,, = 2f,, + 3g»
f) Betragsspektrum |H (w)]
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Abbildung 4.9: Verschiebungstheorem der Fouriertransformation
a) Signal f,, und b) das um k = 4 verschobene Signal f',, = fn—«
¢) und d) Betragsspektren, e) und f) Winkelspektren

Eine beliebige Verschiebung im Frequenzbereich verarmierBymmetrieverhaltnisse, so
dass im Zeitbereich aus einem reellen Signal ein komplexeden kann.

Skalierungstheorem  Das Skalierungstheorem, auch Ahnlichkeitstheorem gemneem
knlpft den Zusammenhang von Zeitsignal und Spektrum ber &kalierung im Zeitbe-
reich. Wenn wieder

fn o—e F(w)
dann gilt:
1 w .
fin o0 1 F <E> mit k>0 (4.43)

Ist k > 1, so wird das Signal gestaucht, flir< 1 wird es gestreckt. Die Auswirkung auf
die Frequenzachse ist reziprok, d. h., bei Streckung inb2egich erfolgt eine Stauchung
im Frequenzbereich und umgekehrt. Abbildung 4.10 zeigBeiispiel.
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Abbildung 4.10: Skalierungstheorem der Fouriertransformation
a) Signal und b) gestauchtes Signal f',, = fx.., mit k = 2
¢) und d) Betragsspektren, e) und f) Winkelspektren

Faltungstheorem  Das Faltungstheorem beinhaltet einen auRerordentlichtigen Zu-
sammenhang, der bei vielen Signalverarbeitungsaufgabenevidung findet. Es enthalt
eine Aussage darlber, welche Operation im Spektralbegiskufihren ist, wenn zwei
Signale im Zeitbereich miteinander gefaltet werden (vddséhnitt 3.3). Wenn

fn o— F(w) und h, o—e H (w)
dann gilt:

(fxh), oo F(w)-H(w) mit (fxh),= > fonhnm (4.44)
Der Faltung von zwei Signalen im Zeitbereich entsprichd @ise Multiplikation ihrer Fou-
riertransformierten im Spektralbereich. Abbildung 4.¥igt diesen Zusammenhang fir
zwei diskrete Signale. Die zu faltenden Signgleund &,, sind in Abbildung 4.11 a) ge-
zeigt, das Ergebnis der Faltung in Abbildung 4.11 d). WerdienSignalef,, und h,, in
den Frequenzbereich transformiert, ergeben sich die inlddoig 4.11 g) und h) gezeigten
SpektrenF'(w) und H (w). Das Ergebnis der Multiplikation beider Spektren zeigt #bb
dung 4.11 f). Es ist mit dem Faltungsergebnis der Zeitfumdn f,, und h,, in Abbildung
4.11 d) Uber die Fouriertransformation verbunden.

Das Faltungstheorem ist umkehrbar. Werden im Zeitbereisi Signale multipliziert, so
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Abbildung 4.11: Faltungstheorem der Fouriertransformation
a) diskretes Signal f,, und b) Signal h.,
¢) punktweise Multiplikation f,, - h,, und d) Faltung f * h
e) Faltung der Fouriertransformierten F' x H
f) Multiplikation F(w) - H(w)
g) F(w) als Fouriertransformierte von f,
h) H(w) als Fouriertransformierte von h,,
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ist die &quivalente Operation im Spektralbereich eineuirglt
S hp o—e F(w)* H (w) (4.45)

Der Multiplikation von zwei Signalen im Zeitbereich entigt also eine Faltung ihrer Fou-
riertransformierten im Spektralbereich. Werden in der ikhing 4.11 die Spektref'(w)
und H (w) miteinander gefaltet, so ergibt sich die Spektralfunkiiobbildung 4.11 e).
Dieses Spektrum ist auch das Ergebnis der Fouriertranafaomdes Produktg,, - A, in
Abbildung 4.11 c).

Die Faltung nach Gleichung 4.45 heil3t periodische Faltalagsowohl die zu faltenden
FunktionenF'(w) und H (w) als auch das Ergebnis der Faltung periodische Funktionen si

Korrelationstheorem Das Korrelationstheorem ist dem Faltungstheorem &hnksh.
macht eine Aussage dartber, welche Operation im Spekteddheauszufiihren ist, wenn
zwei Signale im Zeitbereich korreliert werden (vgl. Absith8.2). Wenn wieder

fn o— F(w) und h, o—e H (w)
dann gilt:

(f@h), o F(w) -H () mit (f®@h),= > foluim (4.46)
Der Korrelation von zwei Signalen im Zeitbereich (Symb®): entspricht also eine Mul-
tiplikation ihrer Fouriertransformierten im Spektralbah, wobei von der Fouriertransfor-
mierten des zweiten Signals die konjugiert komplexe Tramsierte H*(w) zu verwenden
ist.

Wiener-Chintschin-Theorem Mit Gleichung 4.31 ist das Betragsquadrat der Fourier-
transformierten eingefiihrt worden, das keine Phasemirdtion mehr enthalt. Das Wiener-
Chintschin-Theorem beantwortet nun die Frage, welchdsigaal zu diesem Betragsqua-
drat gehort:

|F(w)* o= (f & f),, (4.47)

Die inverse Fouriertransformation des Energiedichtespets |F (w)|* ist also die Au-
tokorrelationsfunktion vonyf,, (vgl. Abschnitt 3.2). Das ist plausibel, denn auch in der
Autokorrelationsfunktion ist die Phaseninformation dégndls nicht mehr enthalten; sie
lasst keine Rekonstruktion des originalen Zeitsignalsmaeh Es sei angemerkt, dass das
Wiener-Chintschin-Theorem auch als Sonderfall des Kati@istheorems nach Gleichung
4.46 interpretiert werden kann. Da die Autokorrelationgtion eine gerade Funktion ist,
gilt fur die Fouriertransformierté’(w) - F*(w) = F(w) - F(—w) = |F(w)|?. Als Beispiel
sei ein bandbegrenztes Rauschsignal angefiihrt. SeinrBpelgdt eine Rechteckfunktion
(Abbildung 4.12 a). Die Bandbreite des Rauschsignals uaddirelationsdauer der Auto-
korrelationsfunktion in Abbildung 4.12 b) sind reziproknEExtremfall ist die Autokorre-
lationsfunktionr,,, des idealen weil3en Rauschens, die gleich der diracschéafiedtion

ist (vgl. Abbildung 4.13 a).
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Abbildung 4.12: Wiener-Chintschin-Theorem
a) Energiedichtespektrum eines bandbegrenzten Rauschsignals
b) Spaltfunktion als Autokorrelationsfunktion r,, nach inverser
Fouriertransformation

Parsevalsches Theorem  Das parsevalsche Theorem stellt eine Beziehung zwischen
der Energie des Zeitsignals und der Energie des Spekmmalsifer. Ist das Originalsignal
das zeitdiskrete Signdl,, so gilt die Beziehung:

|fn = /|F )|?dw (4.48)

n=—oo

Die Energie der Zeitfunktion ist im Spektralbereich in imr&nergiedichtespektrum enthal-
ten.

In Abbildung 4.13 sind einige Beispiele fir zeitdiskretenktionen und ihre Fouriertrans-
formierten dargestellt. Die ausgewahlten Signale sinddgef~unktionen vom, deshalb
sind die Spektren reell und gerade.

Die kontinuierliche Transformation von zeitkontinuietien und zeitdiskreten Signalen ist
in diesem Abschnitt exemplarisch nur anhand der Fourigstommation gezeigt worden.
Auf andere Integraltransformationen wollen wir nicht ethgn, weil die digitale Signal-
verarbeitung ausschlieBlich die im nachsten Abschnitthmésbenen diskreten Transfor-
mationen verwendet. AuRerdem sind weitere kontinuiegli€tansformationen einfach aus
Gleichung 4.27 abzuleiten, indem fiir den Transformatiensklas gewinschte orthogonale
Funktionssystem eingesetzt wird.
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Abbildung 4.13: Beispiele fir die kontinuierliche Fouriertransformation zeitdiskreter
Signale
a) Einheitsimpuls und sein unendlich ausgedehntes Spektrum
b) Rechteckfunktion und periodische Spaltfunktion als Spektrum
¢) Spaltfunktion und periodische Rechteckfunktion als Spektrum,
Né&herung mit gibbsschem Phéanomen fir unendlich viele Summanden in
Gleichung 4.38
d) GauBglocke und ihr periodisches gau3formiges Spektrum
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4.3 Diskrete Transformationen

Die Spektralanalyse eines zeit- oder ortsabhangigen BigieWerkzeug der digitalen Si-
gnalverarbeitung erfordert eine Folge von AbtastwerteZ@it- oder Ortsbereich und lie-
fert als Ergebnis eine Folge von Abtastwerten im Spektraibk. Transformationen, die
ein diskretes Originalsignal auf ein diskretes Spektrutnildbn, heien diskrete Transfor-
mationen.

4.3.1 Diskrete Fouriertransformation

Eindimensionale diskrete Fouriertransformation Das mit der Abtastperiod&y
abgetastete Signd), hat nach Gleichung 4.38 ein periodisches Spektrum:
Fw)= Y fo-e /o (4.49)

Auch das Spektrum wird nun abgetastet, und zwar in den Abetin

Aw =21Af =

2 .
" mit N Anzahl der Abtastwerte (4.50)
NTp
Das Ergebnis ist ein diskretes Spektrum, wie es am Beisipiet &aul3glocke in Abbildung
4.14 gezeigt ist.

a) f ()4 b)  F(w)?4
f, F.
A A

10 5 0x,5 10w

Abbildung 4.14: Abtastung des Frequenzspektrums mit Aw
a) gerades kontinuierliches Signal f(¢) und abgetastetes Signal f,
b) reellwertiges kontinuierliches Spektrum F'(w) und abgetastetes
Spektrum F,

Die fir die diskrete Zeitfunktion eingefuhrte Notatigitt,,) = f,, soll nun entsprechend
auch fir die diskrete Spektralfunktion verwendet werden:

F(wm)=F (12\;;':) —-F, (4.51)
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Das eindimensionale diskrete Fouriertransformationspaisdamit die folgende Form:

N—-1
Fp= 3 fn 27 mit m=0,1,...,N—1 (4.52)
n=0
1 N—-1 .
fn:NZFm et mit n=0,1,...,N—1 (4.53)
m=0

Als Abkurzung fir die diskrete Fouriertransformation igtDublich, fur die inverse Trans-
formation (Rucktransformation) DFT oder IDFT. Da sowohl die Hin- als auch die Ruick-
transformation Gber das innere Produkt mit der periodiscligkreten Exponentialfunktion
berechnet werden, sind,, und f,, periodische Funktionen.

Wird in den Gleichungen 4.52 und 4.53 dié Einheitswurzel

Wy = e 927/N (4.54)

eingefihrt, hat das Transformationspaar eine kompaktama:F

N—-1 1 N-1
Fy, = ;0 faWN™ und - fo = ;Fm Wy ™" (4.55)
Noch einfacher ist die diskrete FouriertransformatioriMddrixgleichung zu schreiben. Mit
der quadratischen Matril (N x N) vom RangeN, dem Vektorf des Zeitsignalsi x 1)
und dem VektotF' als Spektralvektor{ x 1) lautet die Matrixgleichung:

F=W.f (4.56)

Die Elemente der symmetrischen Mat¥X kénnen mit Hilfe der Einheitswurzel berechnet
werden. Die Division durchV bei der inversen Transformation in Gleichung 4.55 wird
symmetrisch auf die Hin- und Rucktransformation aufgeteil
1
Win = —= - W™ 4.57
m,n \/N N ( )

Werden beide Seiten der Gleichung 4.56 von links mit derrsee MatrixW —! multipli-
Ziert, also

WL F=W'W.f (4.58)
so folgt fur die inverse diskrete Fouriertransformation:
f=W~7'F (4.59)

Da die Transformationsmatrix symmetrisch ist, ist die iseeMatrix gleich der konjugiert
komplexen:

w !l =w* (4.60)
Die inverse Transformation berechnet sich dann mit:
f=W*"-F (4.61)

Da neben der diskreten Fouriertransformation in der Siganatbeitung auch eine Reihe an-
derer diskreter Transformationen von Bedeutung ist, wialliz im Folgenden eine Notation
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benutzen, die leicht auf andere Transformationen Ubentragerden kann:
F=DFT-f und f=DFT ' F (4.62)

Ein Element der TransformationsmatdXFT" berechnet sich wie folgt:

1 mn
DFT,,, = — —jor— it N Rang der Matri 4.63
, \/Nexp(ij) mi ang der Matrix ( )
Da mit der Einheitsmatri¥ die Beziehung
DFT™ .DFT = DFT* -DFT = E (4.64)

gilt, ist die Matrix D F'T eine unitare Matrix (nicht aber orthogonal, da sie komplee
mente enthalt). Um eine unitdre Matrix zu invertieren, wirdallgemeinen Fall von der
transponierten die konjugiert komplexe Matrix gebildet:

DFT ' = DFT™ (4.65)
Da aber die MatrixD F'T' wie schon die Matrix symmetrisch ist, gilt analog zu Glei-
chung 4.60:

DFT ! = DFT* (4.66)

Zur Berechnung der Matrix fur die inverse Transformatiardsiamit lediglich die Vorzei-
chen aller Imaginarteile zu invertieren.

Als Beispiel sollen fiir den Rangy = 4 die MatrizenD FT und DFT ! berechnet wer-
den. Mit Gleichung 4.63 ergibt sich fur die MatrR F'T:

+1 +1 +1 +1

1 1 —5 -1 ]
prr—= |7 7Y +I (4.67)
2141 -1 +1 -1
+1 45 -1 —j
Die inverse Matrix fur die Rucktransformation ergibt siclt @leichung 4.65:
+1 +1 41 +1
1 1 -1 —j
DFT' = DFT"" = DFT" = ; o J (4.68)

+1 -1 41 -1
+1 - -1 +j

Da die Matrix D F'T' eine unitare Matrix ist, muss Gleichung 4.64 gelten. In derergibt
sich:

DFT™ . DFT = =FE (4.69)

o O =
= o O
_= o o O

0
1
0
0

o

0

Das Ergebnis der eindimensionalen diskreten Fourieffibamsition ist ein Spektralvektor
mit komplexen Fourierkoeffizienten. Die grafische Darstgl dieser Koeffizienten muss
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deshalb getrennt nach Real- und Imaginarteil oder abeageind Winkel (Phase) der kom-
plexen GroRe erfolgen. Fiir den Betrag der komplexen Fdwgdiizienten| £, | gilt:

|Fp| = VR2Z{F} 4+ S2{Fn} (4.70)
Der Winkel ZF,,, berechnet sich mit
S{Fn}

/F,, = arctan

(4.71)

R{Fn}
wobei noch ein Korrekturwinkel nach Gleichung 2.36 auf Szd®eriicksichtigen ist.
a) f (t) A
f(t)
4

2;ﬂ'H

4 -3 2 \1_,)|

”I“Fnﬂgrl. [

4l l[]]
Z6l
b) Re{F}4 c) Im{F}%
24 20+
1+ 1cl--
t t t t » t t | t t >
10 5 0 5 10m ~10 -5 ||5 10 m
—10+
d) [F.l4 e) OF, %
1 4
2__
10 5 0 5 10m ~10 -5 |é 10 m
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Abbildung 4.15: Ergebnis einer diskreten Fouriertransformation
a) Zeitsignal
b) Realteilspektrum und c) Imaginarteilspektrum
d) Betragsspektrum und e) Winkelspektrum

Abbildung 4.15 zeigt als Beispiel das Ergebnis der diskr&euriertransformation des be-
reits kontinuierlich transformierten Signals nach Abbilg 4.6. Das Signal wird zuerst
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im Intervall [0,4) abgetastet. Dann werden mit Gleichung 4.56 die komplexerri€to
koeffizienten berechnet. Die Komponenten des periodis&ignals sind uns bereits aus
Abbildung 4.1 bekannt: eine Kosinuskomponente, eine giaskomponente niedriger
Frequenz und eine kleinere Sinuskomponente héherer FreqDée Kosinuskomponente
ist auch im diskreten Frequenzspektrum sichtbar, nAmiicRealteilspektrum der Abbil-
dung 4.15 b). Die beiden Sinuskomponenten finden sich im iméatgilspektrum wieder
(Abbildung 4.15 c). Betrags- und Winkelspektrum zeigenAlildungen 4.15 d) und e).
Als weiteres Beispiel fur die Anwendung der DFT ist in Abhiidy 4.22 b) und c) das
Frequenzspektrum des Elektrokardiogramms aus Abbilduhgezeigt.

Es sei darauf hingewiesen, dass an das zu transformiereégdal Bisher keine weiteren
Bedingungen gestellt worden sind. Insbesondere spiekiete diskreten Form der Trans-
formation keine Rolle mehr, ob die in dem Signalvektor eléimen Abtastwerte einem
periodischen, aperiodischen oder zufélligen Signal entnen worden sind. Damit ist die
diskrete Fouriertransformation ein universelles Werkgéer Signalverarbeitung. Dennoch
kann es bei ihrer Anwendung zu Problemen kommen. Sie werd&hgchnitt 4.3.5 behan-
delt.

Die Eigenschaften der diskreten Fouriertransformatiorrdgpondieren zum grofRen Teil
mit den Eigenschaften der kontinuierlichen Transfornmmtdie im vorigen Abschnitt aus-
fuhrlich dargestellt worden sind. Sie werden im Folgendanden diskreten Fall nur kurz
zusammengefasst. Die diskrete Transformation weist @afiinaus aber auch Besonder-
heiten auf, zu denen z. B. die zyklische Faltung gehort. $ié deshalb ausfuhrlicher be-
schrieben. Auf Beweise wird wieder verzichtet und auf dietatur verwiesen [4, 38, 41].

Periodizitdt  Es sei ein Signal mit seinem Spektrum gegeben:
fn o—e I
Dann sind sowohl das zeitdiskrete Signal als auch die disli@pektralfunktion periodisch:

fo=foin und F, =F,,y firale n, m (4.72)

Symmetrieeigenschaften Fur jedes reelle Signgl, gilt, dass der Realteil des Spek-
trums eine gerade Funktion und der Imaginérteil eine urtgeFainktion ist:

%{Fm} = §R{F’N—m} und C\}{Fm} =9 {FN—m} (473)

Bei der Darstellung des Spektrums als Betrag und WinkeldastBetragsspektrum gerade
und das Winkelspektrum ungerade:

|[Fin| = [Fn-m| und ZF, =—-ZFy_p (4.74)
Ist das Signal dartiber hinaus gerade, ¢f.h= f_,,, so ist das Spektrum ebenfalls gerade:
Fo, =R{F.}=Fn-m (4.75)
Die Berechnung des Spektrums nach Gleichung 4.52 veréingezh dann zu:
N-1 mn
Fu=Y fu cos (2”7) (4.76)

n=0
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Die Transformation eines reellen und ungeraden Zeitsighak= —f_,, ergibt ein imagi-
nares und ungerades Spektrum:

Fro=S{Fn}=—Fn-m (4.77)
Auch hier vereinfacht sich die Berechnung des Spektrumis Geichung 4.52:

N-1
F,=—j T;) fn sin (271'%) (4.78)

Die Symmetriebeziehungen der Fouriertransformiertesereauf eine vorhandene Redun-
danz hin. Sie ist zum Beispiel in Abbildung 4.17 d) zu sehen.

Linearitat  Es seien zwei Signale mit ihren Spektren gegeben:
fno—e F,, und g, o—e G,,
Fur die gewichtete Summe gilt dann:
aifn + az gn o— a1 Fy, +az Gy, (4.79)

Haben die Signale eine unterschiedliche Langeund N, so hat das Ergebnis die Lange
N = max(Ny, Ng). Das kiirzere Signal muss mit Nullen aufgefullt werden.

Zyklische Verschiebung Bei einer zeitlichen Verschiebung des Originalsignals-mus
sen wegen seiner Periodizitéat die Elemente im Sigpatyklisch verschoben werden. Das
verschobene Signal ist wieder periodisch, d. h.:

fnfk = fnfkr«kpN mit pE Z (480)

Als Symbol fir die Periodizitat wollen wir hief(n,k)N schreiben. Die Schreibweise soll
an eine Modulo-Operation erinnern. Damit ergibt sich digéade Korrespondenz:

f(n—k)N o—e eijmeTk Fr, (481)

Die zeitliche Verschiebung wirkt sich also nicht auf dasrBgsspektrum des Signals, son-
dern nur auf die Phasenwinkel aus. Die Exponentialfunktioit der das Spektrum multi-
pliziert werden muss, heif3t deshalb auch Phasenfaktor.

Wird die Spektralfunktion verschoben — wegen der Peritélizler Funktion ebenfalls zy-
klisch — so gilt die Korrespondenz:

fo &K o i), (4.82)

Zyklische Faltung  Werden zwei diskrete Spektralfunktionen im Frequenzbareiul-
tipliziert, so entspricht diese Operation einer zyklist@&ltung von zwei gleichlangen Si-
gnalen im Zeitbereich. Wenn wieder

fn o—e F’UL und hn o—e H’"L
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dann gilt:

(f ¥ h) o—e F,, - H,, mit (f p h)n :Nil i By, (4.83)
k=0

Diese Gleichung stellt die diskrete Version des Falturegsthms nach Gleichung 4.44 dar.
Zur Berechnung der zyklischen Faltung muss wie bei der incAbigt 3.3 beschriebenen

Faltungsgleichung 3.79 zuerst die Spiegelung eines ddebé&signale erfolgen und dann
eine sukzessive Verschiebung dieses Signals unter Bingtiller Produktsummen korre-
spondierender Werte. Bei der zyklischen Faltung muss disctiéebung als Rotation des
Signals interpretiert werden, wobei der Index der gesiegé&olge mit der Operation mo-

dulo N berechnet wird.

Werden zwei Zeitsignale multipliziert, so wird diese Opiena durch die diskrete Fourier-

transformation auf die zyklische Faltung der Spektralfiorien abgebildet:

Fo - hy o—e (F ¥ H)

m

N—-1
mit (F ¥ H)m =S Fe-Hppopy, (4.84)
k=0

Zyklische Korrelation Wird im Spektralbereich die diskrete Fouriertransforriaei-
nes Zeitsignals mit dem konjugiert komplexen Wert der Fentnansformierten eines zwei-
ten Zeitsignals multipliziert, so entspricht diese Operatiner zyklischen Korrelation im
Zeitbereich. Wenn wieder

fno— F,, und h, o—e H,,

dann gilt:
N-1
N . N
(f ® h> o—e [, - H’:;L mit (f ® h) = Z fn : h(n+k)N (485)
k k n=0
Fir die Autokorrelation gilt entsprechend:
N 2
f® f] o—e|F, (4.86)
k

Die Gleichung 4.85 stellt die diskrete Version des Koriielegtheorems nach Gleichung
4.46 dar.

Parsevalsches Theorem  Das parsevalsche Theorem gibt auch fur den Fall der diskre-
ten Fouriertransformation Auskunft ber die Verteilung Beergie:

N-1 N-1
STl =D 1P (4.87)
n=0 m=0

Die in den Abtastwerten des Zeitsigngls enthaltene Energie verteilt sich demnach im
Spektrum auf die Koeffizienten.
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Zur lllustration des Zusammenhangs zwischen kontinaieeli und diskreter Fouriertrans-
formation soll die Abbildung 4.16 dienen. Sie zeigt den (gfamg vom Zeitbereich in den
Frequenzbereich am Beispiel der gau3schen GlockenfumkKiier kurz GaulR3glocke. Die
Abbildungen 4.16 a) und b) zeigen eine Gauf3glocke und ihktBp®, das ebenfalls ei-
ne GaufR3glocke ist, allerdings mit anderen Parametern. ®&duliglocke kontinuierlich,
nichtperiodisch und abklingend ist, muss fir den Ubergamg Zeitbereich in den Fre-
quenzbereich das Werkzeug der kontinuierlichen Fouaesfiormation Verwendung fin-
den, das im vorigen Abschnitt behandelt wurde. Wird die @tadke abgetastet, so entsteht
eine zeitdiskrete Funktion (Abbildung 4.16 c). Das Spektmird ebenfalls mit der konti-
nuierlichen Fouriertransformation berechnet, allerdieggibt sich mit Gleichung 4.38 ein
kontinuierliches, aber periodisches Spektrum (Abbilddiip d). Das diskrete Spektrum
in Abbildung 4.16 f) hangt mit der diskreten periodischerntiiaktion Uber die inverse
diskrete Fouriertransformation nach der Gleichung 4.5&mmen.

f(t) F ()
FT

FT !

e

¢ Abtastung

K2

o

=)

¢ Abtastung

Abbildung 4.16: Ubergang vom Zeit- in den Frequenzbereich mit der kontinuierlichen und
diskreten Fouriertransformation
a) kontinuierliches Signal und b) zugehériges kontinuierliches Spektrum
c) abgetastetes Signal und d) zugehdriges kontinuierliches Spektrum
e) Ergebnis einer inversen DFT des f) diskreten Spektrums
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Durch die Anwendung von diskreten Transformationen wirchedie Signalstatistik veran-
dert. Dies soll am Beispiel der diskreten Fouriertranstion demonstriert werden. Ab-
bildung 4.17 a) zeigt drei ausgewahlte Episoden des dafineraleten Zufallssignals. Als
statistische GréRRe ist die Kovarianzmatrix dieser Epiaatbch Gleichung 3.45 berechnet
worden (Abbildung 4.17 c). Werden die Episoden in den Fregbereich transformiert, so
ergeben sich die in Abbildung 4.17 b) gezeigten DFT-Bespgktren. Die Kovarianzma-
trix dieser Spektren (Abbildung 4.17 d) unterscheidet digtitlich von der Kovarianzmatrix
der Episoden im Zeitbereich. Die Fourierkoeffizienten sirgit weniger korreliert als die
Abtastwerte.

a) f,4 b) |F,|

Abbildung 4.17: Veranderung der Signalstatistik durch die diskrete Fouriertransformation
a) Episoden eines Signals
b) Betragsspektren dieser Episoden
¢) Kovarianzmatrix von 1000 Signalepisoden
d) Kovarianzmatrix von 1000 Betragsspektren

Zweidimensionale diskrete Fouriertransformation Die Anwendung der diskreten
Fouriertransformation auf zweidimensionale Signalereiéd als Basisfunktionen ortsdis-
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krete zweidimensionale harmonische Funktionen. Sie sinbischnitt 3.8.3 bereits defi-
niert worden (s. Gleichung 3.161). Das ortsabhéngige Bjfdd mit der Ausdehnung von
Z Zeilen mitz = 0,1,...,Z — 1 und S Spalten mits = 0,1,...,5 — 1 soll mit B, ,
bezeichnet werden. Um es diskret transformieren zu konmess die zweidimensionale
diskrete Exponentialfunktiotf, ; an der Positiore, s berechnet werden. Die zweidimen-
sionale Fouriertransformation (2D-DFT) des Bildes, kann damit als Summengleichung
in folgender Form geschrieben werden:

Z—185-1

Fuy = ; ; B.. exp |—j2r (- + )| (4.88)

1 2= . z-u  S$-v
B, = 7.5 UZ:O UZ:O Fy exp [j27r (7 + T)} (4.89)
Das Spektrunt, , hat ebenfalls die Gr6REx S. Seine Koordinatem = 0,1,...,72 — 1
undv = 0,1,...,S — 1 entsprechen diskreten Ortsfrequenzen. Das Ergebnis desfoir-

mation ist wie im eindimensionalen Fall eine komplexe Gralgeen grafische Darstellung
wieder getrennt nach Betragsspektr{iff) ,| und Winkelspektrunx F,, ,, erfolgt (s. Glei-
chungen 4.70 und 4.71). Mit Gleichung 4.89 wird ein Bild alsetlagerung von zweidi-
mensionalen harmonischen Funktionen betrachtet, digrsismplitude, Ortsfrequenz und
Phase unterscheiden. Das Betragsspektrum gibt an, wiedigaf8nzelnen harmonischen
Komponenten sind, das Winkelspektrum zeigt ihr Verhalmisinander. Ein Beispiel fur
die Fouriertransformation eines Bildes ist in Abbildung8lgezeigt. Die Spektren in Ab-
bildung 4.18 b) und c) sind wegen der besseren Ubersickéditin zentrierter Darstellung
wiedergegeben, die einfach durch Umordnung der Quadramteicht wird. Die waage-
rechten und senkrechten Linien in der Mitte der Spektremdemedurch die Periodizitat der
DFT (s. Gleichung 4.72) verursacht. Die periodische Feztsey des Bildes fihrt — ins-
besondere bei der Fortsetzung nach oben und unten — zu ®primgBildsignal. Diese
Spriinge bewirken hohe Frequenzen im Spektrum.

Abbildung 4.18: Zweidimensionale diskrete Fouriertransformation
a) Bildsignal, b) Betragsspektrum und c) Winkelspektrum

Bei Beschréankung auf quadratische Bilder der Gri3eN ist fur die 2D-DFT die Matrix-
schreibweise Ubersichtlicher. Mit der BildmatdiX (/V x V) und der Transformationsmatrix
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DFT (N xN) nach Gleichung 4.63 ergibt sich die Mat#x (/V x N) der komplexen Fou-
rierkoeffizienten mit:

F=DFT-B-DFT! (4.90)
Fir die inverse zweidimensionale diskrete Fouriertrams&tion gilt:
B=DFT ' F.-DFT (4.91)

Die 2D-DFT hat dieselben Eigenschaften wie die 1D-DFT,sialiso linear, eine Verschie-
bung im Ortsbereich wirkt sich nicht auf das Betragsspektaus, die Mal3stabséanderungen
im Original- und Spektralbereich sind reziprok. Mit der ilbgchnitt 3.3 definierten zwei-
dimensionalen Faltung (s. Gleichung 3.83) kann fur die 2BFRuch ein Faltungstheorem
definiert werden. Wird die Faltungsmaskeg, vor der Faltung durch Auffullen mit Nullen
auf die GroBe des BildeB, ; gebracht, dann sind auch die Fouriertransformiefigp und
H, . gleich grof3. Das Faltungstheorem lautet dann:

g=B sxhoeGy,,=F,, - Hy, (4.92)
Z—15-1

mit 9z,s = Z Z Bm,n ' hz—m,s—n
m=0 n=0

Die zweidimensionale Fouriertransformation hat aber &igkenschaften, die im eindimen-
sionalen Fall nicht vorhanden sind. Dazu gehdren der Rotssiatz und die Eigenschaft der
Separierbarkeit. Der Rotationssatz besagt, dass diei®o&ines zweidimensionalen Si-
gnals eine Rotation der Spektralfunktion um denselben @ib&wirkt. Die Eigenschaft der
Separierbarkeit ist wichtig fir die Berechnung der Folweffizienten. Sie bezieht sich auf
den Orts- und Ortsfrequenzbereich. Da sie auch fiur andemsfiormationen von Bedeu-
tung ist, wird die Separierbarkeit im nachsten Abschnitllgemeiner Form beschrieben.

4.3.2 Verallgemeinerte Matrixgleichungen

Eindimensionale diskrete Transformationen Im vorigen Abschnittist fir das Trans-
formationspaar der diskreten Fouriertransformation di¢ahlon als Summenformel und

als Matrixgleichung verwendet worden. Die Darstellungtergir diskreter Transformatio-

nen soll sich auf die zweckmagige Matrixschreibweise b&sien. In diesem Abschnitt

werden fir die ein- und zweidimensionalen diskreten Tiamsétionen deshalb verallge-
meinerte Gleichungen angegeben, aus denen sich durcHikgtan der Transformations-

matrix alle anderen diskreten Transformationen einfadbitam lassen.

Fur die Berechnung eines Koeffizientenvektors wird derdolttp allgemeine Ansatz ge-
wabhlt:
N—-1
Fro=> fnTon+am mit m=0,1,...,N-1 (4.93)
n=0
Dabei sindf,, die Elemente eines Signalvektafsder Gro3eN x1 und F,,, die Elemente
eines KoeffizientenvektorB' der GroReN x 1. Die WerteT5,, , konnen als Elemente einer
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Transformationsmatri’ aufgefasst werden. Ist die MatriK nichtsingulér, dann ist die
Transformation reziprok. Der Signalvektgr ergibt sich dann als Ergebnis der inversen
Transformation. Fir seine Elemernjfg gilt:

N—-1
fo=> Fu Tyl +b, mit n=01,. N-1 (4.94)
m=0
Die Gleichungen 4.93 und 4.94 haben in der Matrixnotati@fdigende einfache Form:
F=T f+a und f=T'-F+b (4.95)

Sinda undbd Null, handelt es sich um lineare Transformationen:

F=T-f und f=T"'F (4.96)
Die Transformation heif3t unitar, wenn die Matrixelemente & komplex sind und wenn
gilt:

T . T=E und T '=71" (4.97)
Die Transformation heif3t orthogonal, wenn die Matrixeleteereell sind und wenn gilt:

T'.T=FE und T '=T1" (4.98)

Fur symmetrische orthogonale Matrizen gilt dariber hindass fur die Hin- und Rick-
transformation dieselbe Matrix verwendet werden kann:

T'=T (4.99)

Die Matrix T heif3t auch Kernmatrix der Transformation. Jedes Elemigntes Koeffizi-
entenvektors ist das innere Produkt des Signalvekfarst derm-ten Zeile der MatrixT'.
Jedes Element vofi ergibt sich wieder als inneres Produkt, jetzt Wmnd einer Zeile von
T

Von den vielen mdglichen Transformationsmatrizen sindiférSignalverarbeitung nur die-
jenigen von Nutzen, die orthogonal oder unitér sind. Isfld@nsformationsmatrif” ortho-
gonal, dann bilden die Zeilen vdli eine Orthonormalbasis infv-dimensionalen Vektor-
raum allerN x1 Vektoren. Eine lineare Transformation ist eine Koordinat@nsformation

in diesem Raum. Die Berechnung des Koeffizientenveldbirs Gleichung 4.95 heil3t Ana-
lyse eines Signalvektors, weil der Vektgrin elementare Bestandteile zerlegt wird. Der
Vektor F' ist das Ergebnis dieses Zerlegungsprozesses und enthgBelktandteile” des
Signalvektors, ausgedriickt in Vielfachen von Basisvekipden Koeffizienten. Die Be-
rechnung des Signalvektofsin Gleichung 4.95 ist die Synthese, weil Giber die Summation
eine Zusammensetzung der elementaren Bestandteile zymilngdichen Signalvektoyf
erfolgt. Die Tatsache, dass als Ergebnis der Synthese sigrimgliche Vektorf vollstan-
dig wiederhergestellt wird, weist darauf hin, dass der KnieihtenvektorF alle Informatio-
nen des Signalvektorg enthalten muss. Durch die Transformation geht keine Inftion
verloren. Der Koeffizientenvektor ist damit auch eine al&tive Beschreibung des Signal-
vektors.
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Zweidimensionale diskrete Transformationen Soll ein (quadratisches) Bild der
GroReN x N, also ein diskretes zweidimensionales SigBainit den Elemente,, ,, in
einen Spektralbereich transformiert werden, so ist eineidimensionale Transformation
auszufuhren. Ein Koeffizienk, , als Ergebnis einer zweidimensionalen Transformation
ergibt sich nach der folgenden Gleichung:

N—-1N-1
Fup= Z Z B,y T..(u,v) mit w,v=0,1,....,N—1 (4.100)
z2=0 s=0
Die Matrix T' mit den Elementefl’, ,(u, v) ist wieder der Transformationskern. Wenn der
Transformationskern separierbar ist, kann er in ein Prodok zwei Faktorer?™” und T°
zerlegt werden:

T=T"T° (4.101)

Dabei istT” die Matrix fur die eindimensionale Transformation der aivonB und T°
die Matrix fur die anschlieRende Transformation der Spal@&eichung 4.100 ist dann eine
separierbare Transformation. Sind in Gleichung 4.101 diddn Faktoren identisch, so ist
die Transformation symmetrisch und kann als Matrixglerghgeschrieben werden:

F=T-B-T"™ und B=T"-F.-T (4.102)

Wird fir eine zweidimensionale lineare Transformation Matrixschreibweise benutzt,
impliziert das immer, dass es sich um eine separierbare synsche unitdre Transforma-
tionsmatrix handelt.

Die Transformation nichtquadratischer, rechteckiged8dnale mitZ Zeilen undS Spal-
ten kann ebenfalls in Matrixschreibweise notiert werden:

F =T, -B - T)Y und B =T]"- F - T, (4.103)
~—~ N~ N~~~ ~— N~~~
ZxS ZXZ ZxS SxS ZxS Zx7Z ZxS SxS

Die Angaben unter den geschweiften Klammern weisen aufkeslieijige Matrixgrof3e hin.
Die Indizesl und?2 zeigen an, dass hier zwei verschieden grof3e Transfornsatitnizen
verwendet werden missen. Die GroRRe der Maftjxichtet sich nach der Anzahl der Bild-
zeilen und die der Matrig’> nach der Anzahl der Bildspalten.

4.3.3 Andere sinusférmige Basisfunktionen

Die diskrete Fouriertransformation ist sicher die bekastg und am meisten verwendete
Orthogonaltransformation mit sinusférmigen Basisfuoién. Es gibt aber weitere diskrete
Transformationen, die ein Signal in sinusférmige Basikfiemen zerlegen. Die Vorschrift
fur die Transformation eines Signals ergibt sich, indemMaédrix der allgemeinen Trans-
formationsgleichungen 4.96 und 4.102 dem jeweiligen Qytimalsystem angepasst wird.
Im Folgenden soll das fur die Hartleytransformation, disitas- und die Sinustransforma-
tion gezeigt werden.
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Diskrete Hartleytransformation Wird das in Abschnitt 3.8.3 vorgestellte System der
reellen cas-Funktionen in diskreter Form als Basisfumissystem fur eine lineare Trans-
formation verwendet, so heil3t die Transformation diskkHaeleytransformation (DHYT).

In ihrer kontinuierlichen Form ist sie im Jahre 1942 von RalpL. Hartley als reelle Alter-
native fur die Fouriertransformation eingefuihrt wordeB][ZEine ausfuhrliche Darstellung
der Transformation ist in [5] zu finden. Hier sollen nur diethkitagleichungen fiir die ein-
und zweidimensionale Hartleytransformation angegebedeve Istf das ZeitsignalF' der
Spaltenvektor der Hartleykoeffizienten uRIHY T' die Transformationsmatrix, so lauten
die Matrixgleichungen fiir die 1D-Hartleytransformation:

F=DHYT-f und f=DHYT:-F (4.104)

Im Unterschied zur diskreten Fouriertransformation siigl Matrizen fiir die Hin- und
Rucktransformation gleich. Die Elemente der Transforaresinatrix berechnen sich nach

1 m-n
DHY Ty =~ cas (27r ~ ) (4.105)
mit der Bildungsvorschriftas(z) = sin(z) 4 cos(z). Neben dem Fehlen des Imaginérteils
im Transformationsergebnis hat die Hartleytransfornmatien Vorteil, dass sie nicht redun-
dant ist. Die schnellen Algorithmen zur Berechnung der $iamation sind sehr effizient.
Die diskrete Hartleytransformation ist das diskrete Agaloder kontinuierlichen Transfor-
mation. Sie ist im Jahre 1983 von R. H. Bracewell als eineiefiize Methode zur Berech-
nung der DFT vorgeschlagen worden [5]. Durch die Entwicglaohneller Algorithmen fiir
die Fouriertransformation hat sich jedoch diese Anwendiergdiskreten Hartleytransfor-
mation nicht durchgesetzt.

Abbildung 4.22 d) zeigt als Beispiel das HartleyspektrunesiElektrokardiogramms.

Zweidimensionale diskrete Hartleytransformation Fir die 2D-Hartleytransforma-
tion folgt:
F=DHYT -B-DHYT und B=DHYT- -F -DHYT (4.106)

Auch die zweidimensionale diskrete Hartleytransformaberechnet aus reellen Eingangs-
signalen reelle Spektren, ohne dass — wie bei der Foumefoanation — komplexe Gréf3en
verwendet werden.

Diskrete Kosinustransformation Die diskrete Kosinustransformation (engliscrete
cosine transform, DC)Twurde in der Literatur erstmals im Jahre 1974 erwahnt [&jtHer
findet sie vor allem zur Kompression von Sprach- und Bildalgn breite Anwendung. Das
hangt vor allem damit zusammen, dass die Kosinustranstmmaicht nur in effizienten
Algorithmen realisiert werden kann, sondern beispielse@iuch mit digitalen Signalpro-
zessoren. Dadurch wird die Berechnung der Koeffizientek seschleunigt.

Mit der orthogonalen TransformationsmatiXCT' lauten die Matrixgleichungen fiir die
eindimensionale diskrete Kosinustransformation:

F=DCT -f und f=DCT'-F (4.107)
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Die Elemente der Transformationsmatrix mit dem Randperechnen sich nach der Glei-
chung:

N wenn m =0
DCT,, ., = (4.108)
’ 2 m(2n+1)
w/ﬁcos[w‘T] wenn m >0

Die Basisfunktionen der Kosinustransformation sind eiedriienge der Tschebyscheff-
polynome. Die vorteilhaften Eigenschaften der diskret@siKustransformation sind auf
die Tatsache zuriickzufiihren, dass dem Algorithmus die Adweg der Transformation
auf ein Signal doppelter Lange zugrunde liegt [33]. Die Htereng der Signalfolgef,
geschieht entweder als symmetrische, geradzahlige Emualg auf2N Abtastwerte zur
Signalfolgef, 4 oder als ungeradzahlige Erweiterung anf—1 Abtastwerte zur Folgg,.
Das Prinzip ist in Abbildung 4.19 dargestellit.

fy fng
01234567 n 01234567 n
fa o,
0123456 n 0123456n

Abbildung 4.19: Erweiterung der Signalfolge f,, fir die Anwendung der DCT,
geradzahlige Erweiterung f,, und ungeradzahlige Erweiterung f»,

Die Bildungsvorschrift fur die Matrixelemente nach Glaicly 4.108 geht von der sym-
metrischen, geradzahligen Erweiterung der Signalfolge lair N muss jedoch die Abtast-
werteanzahl der Signalfolgg, eingesetzt werden. Damit hat die Transformationsmatex di
GroBeN x N.

Die Erweiterung der Signalfolge fiihrt dazu, dass im Sigeahé Diskontinuitaten (Sprin-

ge) mehr vorhanden sind, die sonst infolge der Periodsatgenschaft der diskreten Trans-
formationen bei der periodischen Fortsetzung des zeit- adsdiskreten Signals durchaus
entstehen kénnen (vgl. Abbildung 4.18 b). Die Approximagines Signals durch Kosinus-
funktionen bezieht sich somit auf das erweiterte SignalkoBpriinge. Dadurch weist die
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Kosinustransformation eine hohe Energiekompaktheit wag auch gleichbedeutend da-
mit ist, dass die Dekorrelation der Koeffizienten besondgitsgelingt. Die Eigenschaft
der Dekorrelation sei wieder an den Episoden des SignalsAbbddung 4.17 gezeigt.
Von 1000 Episoden des Signals sind mit der Kosinus-, Sinod-Hartleytransformation
1000 Spektren berechnet worden. Aus diesen wurden daniefigvdeilige Transformati-
on die Kovarianzmatrizen ermittelt. Beziehen wir noch Attbng 4.17 d) mit ein, so las-
sen sich, zumindest fur das gewdahlte Zufallssignal, allrdechlichen Transformationen
mit sinusférmigen Basisfunktionen hinsichtlich ihrerlanrelierenden Eigenschaft verglei-
chen. In der Kovarianzmatrix der Kosinusspektren in Ablnilg 4.20 a) zeigt sich eine deut-
liche Konzentration groRer Matrixelemente in der linkerei@m Ecke, die Gbrigen Werte
sind klein. Sehr verteilt sind die Kovarianzen in der zurustnansformation gehérenden
Matrix. In der Matrix mit den Kovarianzen der Fourierkoeifiaten ist die Redundanz der
Transformation zu beachten, die sich in der Wiederholumddeffizienten zeigt.

Abbildung 4.20: Veréanderung der Signalstatistik durch Transformationen mit sinusférmigen
Basisfunktionen
Kovarianzmatrizen transformierter Signalepisoden aus Abbildung 4.17
a) nach Kosinustransformation
b) nach Sinustransformation
¢) nach Hartleytransformation

Ein Nachteil der Kosinustransformation ergibt sich aus Twsache, dass der Transfor-
mationskern kein Exponentialkern ist. Die EigenschaftenTdansformation sind dadurch
weit weniger elegant als die der Fouriertransformatioeb&sondere ist das Faltungstheo-
rem viel komplizierter [41]. Fir die Spektralanalyse reelbignale wird die Kosinustrans-
formation dennoch haufig verwendet. Abbildung 4.22 e) zalgtweiteres Beispiel das
Ergebnis der eindimensionalen Kosinustransformatioasltiektrokardiogramms.

Zweidimensionale diskrete Kosinustransformation Fur die zweidimensionale Ko-
sinustransformation folgt:
F=DCT -B-DCT' und B=DCT'-F-DCT (4.109)

Sie ist beispielsweise im standardisierten Bildkompmsslgorithmus JPEG enthalten.
Die (verlustbehaftete) Kompression der Bildsignale gtfdadurch, dass von den berechne-
ten DCT-Koeffizienten nur ein geringer Teil gespeichererifagen und dann fur die inverse
Kosinustransformation verwendet wird.
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Ein Beispiel fur die Energiekompaktheit der Kosinustransfation zeigt Abbildung 4.21.
Das Bildsignal aus Abbildung 4.18 a) wurde transformietti§Adung 4.21 a) und anschlie-
Bend wurde mit den jeweils ersten DCT-Koeffizienten einek®&aasformation durchge-
fuhrt (Abbildung 4.21 b) und c). Sowohl das DCT-Spektrumalsh die Ergebnisse der
Rucktransformation machen deutlich, dass wesentlichéirBdrmationen bereits in eini-
gen wenigen Koeffizienten niedriger Frequenz konzentsied.

Abbildung 4.21: Anwendung der Kosinustransformation zur Bildsignalkompression
a) DCT-Spektrum, Ergebnis der inversen DCT mit
b) den ersten 5 % und c¢) den ersten 40 % der Koeffizienten

-

In der Videosignalverarbeitung wird oft eine modifiziertedthusmatrixDCT™ mit dem
RangN = 8 verwendet. Die Elemente der Matr®2CT" in Gleichung 4.108 werden mit
1,5 multipliziert und anschlie3end auf ganze Zahlen gerundet:

DCT,, , = [1,5- DCTyn i +0,5] (4.110)

Der Vorteil ist, dass alle Matrixelemente IBCT* und DCT*" Zweierpotenzen sind,
so dass sich Multiplikationen auf schnelle Schiebeopemati zuriickfiihren lassen. Der
Nachteil ist, dass die MatriDCT* nichtorthogonal ist, statt der MatrildCT" in den
Gleichungen 4.109 ist die inverse MatdxC'T*~" erforderlich. Aber auch sie enthalt nur
Zweierpotenzen, was schnelle Berechnungeng ermdoglicht.

Diskrete Sinustransformation Der Vollstandigkeit halber sei erwahnt, dass mit den
Matrixelementen

(m+1)-(n+1)
N +1 N+1

auch eine diskrete Sinustransformation (DST) definierderikann. Die MatrixD ST ist
symmetrisch und orthogonal. Deshalb l&sst sich die Tramsftion in Matrixschreibweise
anlog zu den Gleichungen 4.107 und 4.109 formulieren:

F=DST f und f=DST F (4.112)
F=DST -B-DST und B=DST F-DST (4.113)

DSTy, = sin |:7T' : (4.1112)
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Die diskrete Sinustransformation wird in der Signalveediting selten verwendet. Abbil-
dung 4.22 f) zeigt zum Vergleich das Ergebnis der eindinmraden Sinustransformation
eines Elektrokardiogrammes.

d) Fy, 4
5001

32 64 96 8m
-500+ —500-
b) 4 Re{R,} e) Fy 4
5001 500
0 0

32 64 96 8m 64 96 128 m
-5001 —500+
c) 4 Im{R,} f) Fn4
500+ 500+
0 0

32 64 96 8 m 64 96 128 m
500+ —500-

Abbildung 4.22: Ergebnisse diskreter Transformationen mit sinusférmigen Basisfunktionen
a) Elektrokardiogramm als zeitdiskretes Signal

b) DFT-Realteilspektrum und c) DFT-Imaginérteilspektrum

d) DHYT-Spektrum, e€) DCT-Spektrum und f) DST-Spektrum

4.3.4 Nichtsinusformige Basisfunktionen

Die Transformationsmatrizen in den allgemeinen Gleiclemnfijir die diskreten Transfor-
mationen (s. Abschnitt 4.3.2) kdnnen auch aus nichtsimoséien Basisfunktionen beste-
hen. Das Vorgehen zur Berechnung der Koeffizienten ist imzRrigleich, d. h., es muss
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eine Multiplikation des Eingangssignafsoder B mit der TransformationsmatriX’ aus-
gefiihrt werden, um in den jeweiligen Spektralbereich zamgén. Der Ubergang in einen
Spektralbereich bringt auch bei nichtsinusférmigen Baslgionen eine (gewilinschte) Ver-
anderung der Signalstatistik mit sich. Die wichtigstentkéger dieser Klasse von Transfor-
mationen sollen in diesem Abschnitt vorgestellt werden.

Eindimensionale diskrete Walshtransformation Bei der eindimensionalen diskre-
ten Walshtransformation (1D-DWT) besteht der Transforamekern aus einer Matrix mit
den diskreten Werten der Walshfunktionen in einem der drejestellten Ordnungssyste-
me: Sequenzordnung, bindre Ordnung oder natirliche OgdriEsgibt deshalb drei Mog-
lichkeiten fir die Definition eines Matrixelements:

n—1
1 Z Un—1—2z " (uz-‘rl + uz)
DWTS = —_ (—1)2=0 (4.114)
u,v \/N
n—1
Uz " Up—z—1
pwI = jNH); (4119
n—1
Vy - Uy
it Rang
DWTy, = \/JV( 1) jeweils mit RangV=2" undn ¢ N (4.116)

Mit v, bzw. u, ist das Bitz der Dualzahlv bzw. » gekennzeichnet. Eine Funktion flr
die Berechnung des Bits der Dualzahly € N ist bereits in Gleichung 3.174 vorgestellt
worden.

Eine rekursive Bildungsvorschrift fir Walshmatrizen intiiticher Ordnung ist Gber die
Hadamardmatrized mdglich. Mit dem RangV, n = Id N und H, = 1 folgt fur eine
Matrix N x N:

Hn—l Hn—l
anl _anl

H, = (4.117)

Eine weitere rekursive Bildungsvorschrift kann auch ks idroneckerprodukt angegeben
werden. Mit

= |t T (4.118)
-1
folgt [21]:
H,—H,®H, , (4.119)

Dabei istn > 2 der Rekursionsindex und der Kroneckerprodukt-Operator, der zwei Ma-
trizen verbindet, die nicht miteinander verkettet sindr &fihogonale Hadamardmatrizen
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muss anschlielend noch normiert werden:

1
H=—'"H, 4.120
= (4.120)
Das Kroneckerprodukd @ B ist wie folgt definiert:(A4,, ., - B), das heil3t, jedes Element
A, der Matrix A wird mit der Matrix B multipliziert. Das Ergebnis ist wieder eine Matrix,
allerdings grof3erer Dimension.

Wird in der Gleichung 4.95 die MatriX' durch die WalshmatridD W T ersetzt, ergibt sich:
F=DWT.-f und f=DWT: F (4.121)

Da die Walshmatrizen orthogonal und symmetrisch sind, &iirfiir die Hin- und Ruck-
transformation die gleichen Transformationsmatrizenvesidet werden.

Die Verénderung der Signalstatistik durch Anwendung dekréiien Walshtransformation
sei wieder am Beispiel der Signalepisoden aus Abbildung d) jezeigt.

Abbildung 4.23: Veranderung der Signalstatistik durch Transformationen mit
nichtsinusférmigen Basisfunktionen
Kovarianzmatrizen transformierter Signalepisoden aus Abbildung 4.17
a) nach Walshtransformation
b) nach Haartransformation

Die Kovarianzen in den Matrizen der Abbildung 4.23 sind aaderteilt als die Kovarian-
zen der Koeffizienten sinusformiger Basisfunktionen in Aébildungen 4.17 d) und 4.20.
Das muss auch so sein, denn jede Transformation stellt diidhtkeit des zu transformie-
renden Signals mit ihren speziellen Basisfunktionen fest.

Abbildung 4.24 b) zeigt als Beispiel fur die Anwendung deskdéten Walshtransformation
das Sequenzspektrum des Elektrokardiogramms aus Abpildn

Zweidimensionale diskrete Walshtransformation Die zweidimensionale diskrete
Walshtransformation (2D-DWT) kann wieder aus den allgeereMatrixgleichungen 4.102
abgeleitet werden, indem die Walshmatrix als Transforonatinatrix verwendet wird:

F=DWT-B-DWT und B=DWT. -F-DWT (4.122)

Eine Bildmatrix B wird in ein Sequenzspektrud transformiert, dessen Ordnungssystem
wie im eindimensionalen Fall von der verwendeten Walshimabhangt. Abbildung 4.25 b)
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a) fn A

5001

0 — —
32 "84 128 n

-500+

b) Fo4
500+

=500+

c) Fn4
1000t

5001

Sv

" 64 9'15 128
—500+

Abbildung 4.24: Ergebnisse diskreter Transformationen mit nichtsinusférmigen
Basisfunktionen
a) Elektrokardiogramm als zeitdiskretes Signal
b) DWT-Spektrum und c) DHT-Spektrum

zeigt als Beispiel fur die Anwendung der zweidimension&\atshtransformation das Spek-
trum eines Bildes.

Das sequenzgeordnete Walshspektrum besteh2diiswWalshkoeffizienten, die de2562
zweidimensionalen Walshfunktionen zugeordnet sind. Deglnigen Sequenzen befinden
sich in der linken oberen Ecke, die hohen rechts unten. Zenedn ist, dass die GréRe der
Koeffizienten von niedrigen zu hdheren Sequenzen hin abhimm

Eindimensionale diskrete Haartransformation Die eindimensionale diskrete Haar-
transformation (DHT) hat durch die Einfilhrung der Wavesetsformation in die Signal-
verarbeitung an Bedeutung gewonnen. Haarfunktionenzessdie Eigenschaften, die von
einem Wavelet gefordert werden. Durch Diskretisierungidesbschnitt 3.8.3 beschriebe-
nen kontinuierlichen Haarfunktionen erhalten wir die Eéete der erforderlichen Transfor-
mationsmatrix. Die Berechnung einer orthogonalen Haarmat beispielsweise wieder
rekursiv Uber das Kroneckerprodukt (s. S. 194) moglich. Bildungsvorschrift flr eine
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Abbildung 4.25: Ergebnisse zweidimensionaler diskreter Transformationen mit
nichtsinusférmigen Basisfunktionen
a) Bildsignal und zugehériges b) Walshspektrum und c) Haarspektrum

HaarmatrixH 5 vom RangeN = 2**! beginnt mit der Haarmatrif ,

- |1 (4.123)
1 -1
H,x &® +1 +1
Hyiii = 2 ( ) fur 1<k <1d(N) (4.124)

¢ |22 Ex ® (+1 —1)
N

wobei der RangV eine Zweierpotenz ist uné,. eine Einheitsmatrix der GroRe x 2%,

Um die orthogonale Haarmatri® HT zu erhalten, muss anschlieRend noch normiert wer-

den:

1
DHT=—" " H 4.125
Haarmatrizen kénnen mit Hilfe eines Algebraprogrammsdieret werden. Abbildung 4.26
zeigt eine Funktion fur das Algebraprogramm MATLAB.

Mit der HaarmatrixD HT gilt fur die eindimensionale diskrete Haartransformation
F=DHT-f und f=DHT' -F (4.126)

Im Gegensatz zur diskreten Walsh- oder Fouriertransfoomést hier nicht jeder Koeffi-
zient eine Funktion aller Abtastwerte. Ein Teil der Haafkamnten wird nur mit den Ab-
tastwerten eines Zeitsignalausschnitts berechnet. XMeséizienten reprasentieren dann
die Ahnlichkeit dieses Signalausschnitts mit der entdpeaden Basisfunktion. Sie geben
also Auskunft Uber die lokalen Eigenschaften des Origigads. Die Koeffizienten, die
aus dem gesamten Zeitsignal berechnet werden, sind hingegelobales Ahnlichkeits-
mal. Man spricht deshalb vom lokalen und globalen Charalg¢erHaartransformation.
Diese Besonderheit wird deutlich bei der Transformatiarhtstationarer Signale und soll
mit einem Zirpsignal illustriert werden, das in Gleichund & definiert ist. Fur die linear
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function H = Haar(N)
vi=[1 1];
v2=[1 -1];
H=[v1;v2];
i =2;
whilei< N
H = [kron(H, v1); kron(2A(log2(i) / 2) = eye(size(H)), v2)];
i =i*2;
end;
H =H/ sqrt(i);
return

Abbildung 4.26: MATLAB-Funktion zur Ermittlung einer orthogonalen Haarmatrix vom
Range N

zeitabhangige Frequenz - t + fy sollenf; # 0 und f, = 0 sein:
f(t) =sin (7 fi t?) (4.127)

Abbildung 4.27 zeigt die Anwendung der diskreten Haarfi@mnsation auf das diskrete
Zirpsignal f,, = f(t,) mit einer Frequenzénderurfg = 1%.

Das Spektrum des Zirpsignals zeigt deutlich Gruppierun§enentsprechen der Gruppen-
bildung, die die Haarfunktionen aufweisen (vgl. AbbilduBgl). Die rechte Halfte der
N = 256 Koeffizienten mit den Indize$28 bis 255 hat die beste Frequenzauflésung. Das
innere Produkt wird hier mit den Haarfunktionen gebildé& dur in einem Intervall der
LangeN/128 = 2 einen Wert ungleich Null haben. Dieses schmale Intervati won links
nach rechts Uber das Zirpsignal geschoben. Das Ergebudisligimechten 28 Koeffizien-
ten. Davon haben die ersten Koeffizienten (mit dem Ind¥beginnend) kleine Werte, da
der Beginn des Zirpsignals mit seinen niedrigen Frequedeaerschmalen Haarfunktionen
sehr unahnlich ist. Die letzten Koeffizienten haben gro®éeete, da hier die Ahnlichkeit
zunimmt.

Die néchste Gruppe liegt im Intervall véd bis 127. Die zugehdrigen Haarfunktionen sind
mit der L&ngeV/64 = 4 ungleich Null. Auch sie durchlaufen das Zirpsignal von miach
rechts und lieferr64 Koeffizienten. Wieder nimmt ihre GréR3e von links nach rechis
Das Prinzip wiederholt sich mit Ausnahme der ersten beidwesffizienten, die eine globale
Information Uber das Zirpsignal liefern.

Das Haarspektrum eines Elektrokardiogramms zeigt elderdasen globalen und loka-
len Charakter (Abbildung 4.24 c). Wieder hat die rechte tdadier128 Koeffizienten die
beste Frequenzaufldsung. Die unterschiedliche Frequitdgang ist das Prinzip der Wa-
velettransformation; die Haarfunktionen sind das ein$éehVavelet (vgl. Abschnitt 4.7).

Auch die Haartransformation &ndert die Signalstatistikrifén als statistische Gré3en wie-
der die Varianzen und Kovarianzen gewahlt, so gibt die Kievamatrix Auskunft Gber die
Anderungen (Abbildung 4.23 b).
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Abbildung 4.27: Zirpsignal mit f; = 1% und sein diskretes Haarspektrum mit N = 256

Zweidimensionale diskrete Haartransformation Die zweidimensionale diskrete
Haartransformation (2D-DHT) kann wieder aus den allgeewiMatrixgleichungen 4.102
abgeleitet werden, indem die HaarmatfH T als Transformationsmatrix verwendet wird:

F=DHT-B-DHT' und B=DHT'-F-DHT (4.128)

Abbildung 4.25 c) zeigt als Beispiel auch ein zweidimenalea Haarspektrum. Zur In-

terpretation dieser Abbildung sei an das Aussehen der awergionalen Haarfunktionen
erinnert (Abbildung 3.52). Wie im eindimensionalen Falthugibt es Koeffizienten, die

eine globale Information Uber das Originalbild lieferndwmndere, die Auskunft Uber die
Ahnlichkeit eines kleinen Bildausschnitts mit den wenigesgedehnten Haarfunktionen
geben. Es entsteht eine Gruppenbildung, die der in Abbjdu7 dhnlich ist.

In der Videosignalverarbeitung wird oft eine andere Bildgsworschrift fur die Haarmatrizen
verwendet. Sie beginnt wieder mit der Haarmafflx aus Gleichung 4.123 und fahrt dann
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fort mit:
Hy ® (41 +1
Hyon=| ( ) fir 1<k <1d(N) (4.129)
27 2B, (+1 71)
N
AnschlieRend muss noch normiert werden:
1
DHT = — -Hy (4.130)

N
Der Vorteil ist, dass alle Matrixelemente D HT' Zweierpotenzen sind; Multiplikationen
lassen sich auf schnelle Schiebeoperationen zuriickfiiberNachteil ist, dass die Matrix
nichtorthogonal ist, statt der transponierten MatfWT" in den Gleichungen 4.128 ist
die inverse MatrixDHT ' erforderlich. Aber auch sie enthalt nur Zweierpotenzers wa
wieder schnelle Berechnungen ermdglicht.

4.3.5 Fensterung

In diesem Abschnitt soll am Beispiel der Fouriertransfdioradie Frage erértert werden,
ob das Ergebnis der diskreten Fouriertransformation afg@ypmation des Ergebnisses der
kontinuierlichen Fouriertransformation oder der Foug#drenentwicklung angesehen wer-
den kann. Unter der Voraussetzung, dass das Abtasttheargahalten wurde, ist die Gite
der Approximation abhangig von dem zu transformierendgnaj von der Abtastung und
der Zeitbegrenzung. Liegt ein zu transformierendes Sigtsakeitkontinuierliches Signal
vor, muss es fir die digitale Verarbeitung abgetastet werdazu ist die Festlegung eines
AbtastintervallsAt = T erforderlich. Wird es zu grol3 gewdhlt, geht Informationeem,
was sich beispielsweise darin zeigt, dass eine Rekonigirutkés Originalsignals nicht mehr
maglich ist. Wird es zu klein gewéhlt, so sind Aufwand und teosfur die Signalerfassung
und -verarbeitung unndétig hoch. Die maximale GroRRe des shiptarvalls wird bestimmt
durch das Abtasttheorem (s. Abschnitt 2.3).

Bei der praktischen Ausfuhrung der diskreten Fourierfiamsation ist zu beachten, dass
das Abtastintervall’a, die Anzahl der Abtastwert&’ und die Frequenzauflosunyf in
einem festen Zusammenhang stehen. Die gesetzmalige Wérkgidieser drei GroRen
lautet:

N - At-Af = const (4.131)

Beziehungen vom Typ\t- A f = const werden allgemein als Unschérferelation bezeichnet.
Ein Prozess, der durch ein Signal reprasentiert werdenksolh bei gleichzeitiger Darstel-
lung seiner Zeit- und Frequenzabhéangigkeit in der Zeiggemz-Ebene (vgl. Abschnitt 4.7)
nicht als scharfer Punkt, sondern nur als Rechttk A f angegeben werden. Aus diesem
Zusammenhang ergeben sich wichtige theoretische undgph&tSchlussfolgerungen, auf
die hier kurz eingegangen werden soll.

In der Signalverarbeitung wird ein Signal im Allgemeinem andlich lange gemessen bzw.
beobachtet. Wir sprechen auch davon, dass wir das Signgliédddurch ein Zeitfenster
sehen kénnen. Mit der Beobachtungsddlier

Te = N -Ta (4.132)
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kann Gleichung 4.131 mit const 1 nach der Frequenzauflésung umgestellt werden:

1 1
A = — =
/ Ts N -Ta
Da das Abtastintervally Giber das Abtasttheorem festgelegt wird, k@nfinur noch durch
die AbtastwerteanzaliV beeinflusst werden. Es sind zwei Falle zu untersuchen:

(4.133)

N wird zu klein gewéhlt. Das bedeutet, die Frequenzauflogufigst zu grof3 (zu grob).
Die Folgen erklart der ,Lattenzauneffekt*: Mitunter hatlsieine interessante Spektral-
linie gerade hinter der Latte eines gedachten Lattenzawgrsteckt — an dieser Stelle
des Spektrums berechnet die DFT keinen Spektralkoeffergist Abbildung 4.28). Die
im Signal enthaltene Information geht aber nicht verlofie.verdeckten Spektrallinien
addieren sich zu den links und rechts benachbarten, téitséiberechneten Frequenzen.
N wird zu gro3 gewahlt. Nun ist die Frequenzauflésung zu kleinféin), die inter-
essante Spektrallinie wird sich nicht mehr hinter dem lreté®in befinden. Die DFT
berechnet jedoch zu viele Spektralkoeffizienten, was sigjiiostig auf die Zeit zur
Signalerfassung und die sich anschlieBende Rechenzeiirkus

i‘E’l

| I B
198 199 200 201 202 f[Hz]

Abbildung 4.28: Ungiinstige Frequenzauflésung A f, die Spektrallinien bei 200 und 202 Hz
werden verdeckt

An dieser Stelle sei vermerkt, dass wir zur Erzielung eieérdren Frequenzauflésung ein
Signal langer als notwendig beobachten kénnen. Abbildu®g Zeigt, dass dies auch durch
Auffillen mit Nullen (engl.:zero padding erfolgen kann. Im Frequenzbereich erscheinen
nun die Spektrallinien in einem kleineren Abstaf\g (Abbildung 4.29 b). Die Spektral-
linien in Abbildung 4.29 a) wirden bei der Ricktransforraataber bereits das 2 s lange
Signal ergeben. Deshalb ist das Auffiillen des Signals miieNlediglich eine kosmetische
Operation.

Ohne es besonders zu betonen, ist bisher immer unterstetiiew, dass die Folge der Ab-
tastwertef,, das Analogsignal vollstandig reprasentiert. Im allgerapiRall wird das nicht
zutreffen, weil das zu verarbeitende Zeitsignal seltertiagpkoder zeitlich begrenzt ist. Das
bedeutet, dass nach Festlegung des Abtastintervalls &iBledbachtungsdauer beschrankt
werden muss, denn nur eine endliche Anzahl von Abtastw&een in die weiteren Berech-
nungen eingehen.
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Abbildung 4.29: Veranderte Frequenzaufldsung durch Auffullen eines abklingenden
Signals mit Nullen
a) Signal mit Tg = 2 s und Betragsspektrum mit Af = 0,5 Hz
b) Signal mit Tz = 4 s und Betragsspektrum mit A f = 0,25 Hz

Fur den Fall periodischer Funktionen kann das Begrenzerzdisignals auf eine Dau-

er, die nicht gleich der Periodenlange oder einem gangehNielfachen davon ist, dazu
fuhren, dass im Spektrum Frequenzen auftauchen, die mt&ignal enthalten sind. Die

Ursache liegt in der Periodizitat der Zeit- und Spektraition nach Gleichung 4.72. Das
Spektrum wird namlich so berechnet, dass sich die peribdisortsetzung des Zeitsignals
maglichst gut approximieren lasst. Wird es an ungeeigrigtielie begrenzt und periodisch
fortgesetzt, so kdnnen unter Umstanden kiinstliche Digkoitditen (Signalspriinge) entste-
hen. Die Auswirkungen einer ungiinstigen Begrenzung siclat 1sio grof3, wenn man einen
langeren Abschnitt des Zeitsignals wahlt. Allerdings wiechn moglicherweise die Annah-
me der Stationaritat nicht mehr erfillt sein. Auch bei Zisiignalen kann die periodische
Fortsetzung zu Problemen fluhren.

In der Signalverarbeitung haben sich nun verschiedene dafien bewdahrt, die den nega-
tiven Effekt mildern:

Abklingendes Signal Die zeitliche Begrenzung des Signals erfolgt durch Festiggines
Schwellwerts. Unterschreiten die Abtastwerte fiir eindibeste Dauer diesen Wert, so
werden sie Null gesetzt.

Periodisches SignalFur die diskrete Transformation wird ein Zeitintervall gevt, das
einer ganzen Zahl von Signalperioden entspricht.

Zufélliges Signal Das Signal wird im Zeitbereich mit einer Fensterfunktionltipliziert,
die so gewahlt wird, dass durch die periodische FortsetdesdSignalausschnitts keine
kunstlichen Diskontinuitaten entstehen.

Fir die Bewertung der einzelnen Mal3nahmen ist es gunstig|d#alfall kennen zu ler-
nen. Dieser liegt vor, wenn ein bandbegrenztes periodés&ignal gegeben ist und die
Beobachtungszeit einer ganzen Signalperiode (oder eia@arghligen Vielfachen davon)
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entspricht. Dieser Fall ist in Abbildung 4.30 a) dargest€hs Signal wird genau tber ei-
ne Periode beobachtet, die Beobachtungsdapest 4 s lang. Das Ergebnis der DFT ist
das ,wahre” Spektrum. Das Betragsspektrum ist dargestakt Winkelspektrum entspricht
dem in Abbildung 4.2. Abbildung 4.30 b) zeigt das DFT-Ergskfiir den Fall, dass das
Beobachtungsintervall keine ganze Signalperiode bzw. genzzahliges Vielfaches davon
umfasst. Die Beobachtungsdauer betragt igin= 64 - 100 ms = 6,4 s. Das zugehorige
Spektrum zeigt einen Effekt, der als Auslaufen der Spdkirah bezeichnet wird (auch
Leckeffekt, engl.leakagd. Abbildung 4.30 c) zeigt, dass mit grol3er werdend®&neine
Annaherung an das fehlerfreie Spektrum erfolgt.

a) f ()4 IF |
61 15
: : > 0+— | >
U 50 100 t[s] 0 1 f[Hz
64
b) f (t)4 IF
6l 15
R. | } o 0
U 50 100 t[s] 0 1 f[Hz]
_6_.
c) f(t)4 IF|

" LALLLLLLLLLAAAAAAAAAA -
TRl o e "0 1 11

Abbildung 4.30: Auswirkung der Beobachtungsdauer T auf das DFT-Betragsspektrum
des periodischen Signals aus Abbildung 4.1 mit T4 = 100 ms und
a) N =40,b) N =64undc) N = 1024

Soll ein Signal mit der DFT in den Frequenzbereich Uberfidlentden, so wird in der Regel
Uber den Charakter des zugrunde liegenden Prozesses uidissi8ignals nichts bekannt
sein. Aussagen zur Periodizitat oder Bandbegrenzung éitd mdglich. Erfolgt nun eine
mehr oder weniger willkiirliche Beschréankung der Abtastegst das gleichbedeutend mit
der Multiplikation des zeitabh&éngigen Signals mit einectiReckfunktion. Damit ergeben
sich Verhaltnisse, wie sie in Abbildung 4.30 b) dargestafit.

Wie die Abbildungen 4.30 und auch 4.32 b) zeigen, ist die \&dung eines Rechteckfens-
ters zum Herausschneiden eines Beobachtungsintervajisniger moglicherweise entste-
henden kinstlichen Diskontinuitaten nicht immer gindfig liegt nahe, Fensterformen zu
verwenden, die das Signal an den Grenzen des Beobachtiergalls dampfen. In der

Literatur ist eine Reihe solcher Fensterfunktionen vargkegyen worden. Alle Fenster-
funktionen sind gerade Funktionen, die an den Randernragidi. Die bekanntesten, das
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Von-Hann-Fenster und das Hammingfenster nutzen eined®gioer Kosinusfunktion. Die
Form des Fensters wird auch als Kosinusglocke bezeichiefolgende allgemeine Glei-
chung beschreibt diese Fenster:

2m t,

f":a+(1_a>COS<NTA

Sie unterscheiden sich durch die Wahl des Parameters

. 1
) mit  |t,] < 3 N Tx (4.134)

Von-Hann-Fenster  Das Von-Hann-Fenster (leider manchmal auch als Hannistgen
bezeichnet) ist nach dem 6sterreichischen Meteorolodars#on Hann benannt. Von Hann
hat fir den Parameter den Wert0,5 festgelegt, seine Fensterfunktion wird deshalb auch
als erhdhtes Kosinusfenster bezeichnet. Abbildung 4.3kig} das Von-Hann-Fenster mit
seinem Frequenzspektrum. Hier zeigen sich vor allem diteNoaften Eigenschaften des
Von-Hann-Fensters. Der Vergleich sollte zweckmaRigesevaiit dem Spektrum des Recht-
eckfensters in Abbildung 4.31 a) erfolgen, da wir bei eihE&xZeitbegrenzung eines Signals
de facto immer mit einem Rechteckfenster multiplizieren.Spektrum zeigt sich, dass es
weit weniger Schwingungen aufweist, dafir aber etwasdrést.

Hammingfenster  Der amerikanische Mathematiker Richard W. Hamming hat aews V
Hann-Fenster weiter verandert [17]. Dazu hat er ein modifies Rechteckfenster mit dem
Von-Hann-Fenster verglichen. Das modifizierte Rechtetwtier hat gegeniiber dem Recht-
eckfenster an den Randern anstelle des Ubergang$ wah1 einen Zwischenwert von
1/2. Der Vergleich der Spektren zeigte, dass die Schwingungesesl modifizierten Recht-
eckfensters und des Von-Hann-Fensters gerade entgegértgegorzeichen hatten. Des-
halb hat Hamming die (gewichteten) Spektren dieser Femsteinem neuen addiert. Unter
Minimierung der Seitenmaxima des neuen Fensters fand geBlbh fir ein neues Fens-
ter, das Hammingfenster, den Parameterx= 0,54. Das Hammingfenster wird auch als
erhdhtes Kosinusfenster mit Plateau (oder Sockel) bezeighbbildung 4.31 d). Das Pla-
teau mit etwa 8% der Amplitude des Fensters ist gerade d&bgigyder Minimierung der
ersten Nebenmaxima. Es bewirkt aber auch, dass das Fenglene&Randern eine kleine
Diskontinuitat aufweist, die durchaus zu sichtbaren Astegn fiihren kann.

Rechteckfenster  Es sei noch erwahnt, dass das Rechteckfenster (Abbildi8ig &).
ebenfalls mit der Gleichung 4.134 beschrieben werden Kaimmden Parameter ist dann
der Wertl einzusetzen.

Erinnert sei an dieser Stelle noch an das Faltungstheor@srimdZusammenhang mit den
Fensterfunktionen einen wichtigen Sachverhalt beschieddie gewahlte Fensterfunktion
im Zeitbereich mit dem Signal durch Multiplikation verkrftigst, entspricht das einer Fal-
tung der beiden Spektren. Das hat zur Folge, dass durch Ahwgn/on Fensterfunktionen
das Spektrum eines Signals zusatzlich gedampft und veshireiird. Zur Beurteilung der

verschiedenen Fensterfunktionen sind MafRzahlen eingefidrden, die einen Vergleich

der Eigenschaften ermdglichen [45]. Dieser Vergleich d&eizsich z. B. auf die Hohe der
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Abbildung 4.31: Vier Fensterfunktionen und ihre Spektren
a) Rechteckfenster und b) Von-Hann-Fenster
c) Dreieckfenster und d) Hammingfenster

Nebenmaxima oder auf den ersten Nulldurchgang.

Die Auswirkung der Multiplikation einer Zeitfunktion mitain Von-Hann-Fenster und dem
Hammingfenster zeigen Abbildung 4.32 c) und d). Abbilduri@?4d) zeigt das fehlerhafte
Linienspektrum, wenn das Signal mit einem Rechteckfemstétipliziert wird.

4.3.6 Schnelle Algorithmen

Die Berechnung der diskreten Fouriertransformation dddreinen grof3en Aufwand. Fir
einen Signalvektor der Lang¥ sind N2 komplexe Multiplikationen undV(N — 1) kom-
plexe Additionen erforderlich. Deshalb war eine breite A&amdung der diskreten Fourier-
transformation erst moglich, als Algorithmen gefundendeur, die die Berechnung erheb-
lich beschleunigten. Als Pioniere dieser Entwicklung sindV. Cooley und J. W. Tukey
zu nennen, die im Jahre 1965 mit ihrer Arbeit ,An Algorithnt fbe Machine Calculation
of Complex Fourier Series” den ersten wesentlichen BeittagBeschleunigung der Be-
rechnung geleistet haben [10]. Der in dieser Arbeit vorglsgrene Algorithmus, der spater
als Cooley-Tukey-Algorithmus (CTA) in die Literatur eirggngen ist, ist einer der meist
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Abbildung 4.32: Auswirkungen verschiedener Fensterfunktionen auf DFT-Betragsspektren
a) periodisches Signal aus Abbildung 4.30
b) Rechteckfenster und c) Von-Hann-Fenster
d) Hammingfenster und e) Dreieckfenster

zitierten Artikel in Zeitschriften der Mathematik und Imfoatik. In kurzer Zeit wurde dann
eine Reihe weiterer Algorithmen fur die schnelle Fourarsformation verdffentlicht, die
Ublicherweise unter der Abkiirzung FFT fesst Fourier Transfornreusammengefasst wer-
den. Eine gute Ubersicht und eine Beschreibung einigerrilgoen sind z. B. in [1, 4, 6]
zu finden.

Die Erhdhung der Geschwindigkeit im Vergleich zur Ausfiiiguder DFT Uber eine Ma-
trixmultiplikation nach Gleichung 4.62 wird einerseitsrdiu gleichzeitige Ausnutzung der
Symmetrien und der Periodizitat der komplexen Expondutisition erreicht, andererseits
durch Zusammenfassung von Teilsummen, die mit dem gleiEla&tor zu multiplizieren
sind. Voraussetzung fur die Anwendung der schnellen Toanmsdtion ist, dass sich die Lan-
ge des Signalvektors als Produkt von mindestens zwei gafaielen darstellen lasst. lhre
Effizienz steigt mit der Anzahl der Faktoren. Wann immer egliot ist, wird fir N eine
Zweierpotenz verwendet.

Cooley und Tukey haben ein Schema der Umordnung der Elerdest8ignalvektors ent-
sprechend einer Bitumkehr eingefuhrt. Durch die neue Réihge kdnnen Teilsummen
zusammengefasst werden, die mit dem gleichen Faktor zuphmitiren sind. Die Faktoren
sind nach Gleichung 4.55 die Einheitswurz8li{, mit Wy = exp(—j27/N). Das Prinzip
kann deshalb am Einheitskreis veranschaulicht werdenild\big 4.33 zeigt furV = 8 ein
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Beispiel.
dezimal | bindr |dezimal
n n (Bitumkehr)
0 000 0
1 001 4
2 010 2
3 011 6
4 100 1
5 101 5
6 110 3
7 111 7

Abbildung 4.33: Einheitskreis mit Winkeleinteilung fir N = 8

Auf dem Einheitskreis sind nur drei Werte wirklich zu bereeh. Die anderen ergeben
sich durch Vorzeichenumkehr oder Vertauschen der SinubsKosinuskomponenten. Zum
Beispiel ergibt sich der Wert fur = 4 aus dem Wert fiin = 0 durch einfache Vorzei-
chenumkehr, die dazu orthogonalen Werteqli= 2 undn = 6 durch Vertauschen der
Sinus- und Kosinuskomponenten unter gleichzeitiger fohemumkehr. Die Reihenfolge
der Berechnungen entspricht dann der letzten Tabellediespahbbildung 4.33.

Es ist zweckmaRig, die Verkniipfung der Eingangssignalds@wvenergebnisse und Aus-
gangssignale durch Signalflussgraphen darzustellen. aWardr zwei Abtastwerte eines
Eingangssignals verwendet, so entsteht ein Grundbaudesisen Form an einen Schmetter-
ling erinnert. Abbildung 4.34 zeigt den Signalflussgrapfigmiesen einfachen Fall, der fur
alle schnellen Algorithmen miv = 2™ Verwendung findet [1].

a > a+c,b
C1

b > a+c,b
G

Abbildung 4.34: Schmetterlingsgraph als Grundbaustein aller schnellen Transformationen

Die oben beschriebene Umordnung der Elemente des Sigtaisekird auch Dezimierung

in der Zeit genannt, weil nur jedes Element herausgegriffen und die dazwischenliegen-
den durch Nullen ersetzt bzw. durch Weglassen der Nullekiver werden. Dadurch wird
letztlich eine Transformation der LAng€ so lange wiederholt in Transformationen der
Lange N/2 zerlegt, bis schlieRlichd(N) Transformationen der Lange jeweils flr ge-
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radzahlige und ungeradzahlige Vektorelemente auszuiiginel. Der Signalflussgraph des
FFT-Algorithmus firN = 8 in Abbildung 4.35 ist aus dem Grundbaustein zusammenge-
setzt.

Abbildung 4.35: Signalflussgraph des Cooley-Tukey-Algorithmus der schnellen
Fouriertransformation fir V = 8, links oben der Grundbaustein

Fur den allgemeinen Fall eines Signalvektors iit= 2" Vektorelementen bendétigt die
DFT N2 komplexe Multiplikationen, die FFT dagegen ledigliah- 1d(V). Dieselben Ge-
schwindigkeitsvorteile ergeben sich, wenn eine Dezinmigiin der Frequenz vorgenommen
wird.

Das Prinzip der schnellen Fouriertransformation kann aughdie diskrete Walshtransfor-
mation Ubertragen werden. Der Signalflussgraph gleicht diesnCooley-Tukey-Algorith-
mus, allerdings tritt an die Stelle der Multiplikation deleEhente des Signalvektors mit
komplexen Exponentialfunktionen eine Multiplikation mifl oder—1, was den Algorith-
mus erheblich beschleunigt.

Auch bei der schnellen Walshtransformation kann eine Diezimg in der Zeit oder in der
Sequenz vorgenommen werden. In Abbildung 4.36 istik 8 ein Beispiel gezeigt.

Ausfuhrliche Darstellungen schneller Algorithmen wedterfir die Signalverarbeitung re-
levanter Transformationen sind z. B. in [1, 4] zu finden.
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Abbildung 4.36: Signalflussgraph der schnellen Walshtransformation fiir N = 8

4.4 Filterung im Spektralbereich

Werden Signale in einen Spektralbereich transformiegesehieht dies meist in der Erwar-
tung, dass entweder Signaleigenschaften dort bessebaicihd oder aber eine gewlinsch-
te Beeinflussung des Signals dort einfacher, zielgeriehteter effektiver auszufiihren ist.
Die Veranderung des Spektrums, d. h. die Dampfung oder Bditiwin bestimmter Spek-
tralanteile, heif3t Signalfilterung und ist eine der wicktém Anwendungen der diskreten
Transformationen. Zur Erlauterung der Filterung sei wedentraditionellen Bedeutung
der Frequenzbereich gewahlt. In Abbildung 4.37 ist daszZifridargestellt. Das Zeitsignal
fn wird mit der DFT in den Frequenzbereich transformiert. DegeBnisF;,, wird dort mit
der diskreten Ubertragungsfunktidfy,, elementweise multipliziert. Das Ergebnisspektrum
G, wird mit der inversen DFT in den Zeitbereich zuriicktransfiart. Das Zeitsigna,,

ist das gefilterte Ausgangssignal.

Soll beispielsweise ein Signl, so gefiltert werden, dass es nur noch Frequenzen zwischen
wy undw, enthalt, muss die Ubertragungsfunktiah, auRerhalb dieses Frequenzbereichs
Null sein. Nach der elementweisen Multiplikation des dikn Spektrumg’,, mit dieser
Funktion verbleiben nur noch Spektralanteile im gewlrestcigereich. Es gelten die fol-
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Abbildung 4.37: Prinzip der Filterung im Spektralbereich, hier Frequenzbereich

genden Beziehungen:

fn o—e I,
H _ 1 four wy < |m-Aw| < wo
0 sonst
G, = F, -H,
G, oo g, (4.135)

Da die Multiplikation im Spektralbereich einer Faltung ireitbereich entspricht, kann die
Filterung gleichwertig auch im Zeitbereich ausgefiihrt dear (s. Abschnitt 3.7). Welche
der beiden Méglichkeiten zur Filterung vorzuziehen istdnion der Effizienz des Verfah-
rens bestimmt, die ihrerseits von der Lange des Signalvzktthdngt. Bei der Anwendung
der DFT auf einen Signalabschnitt sollte das Signal vorheemer Fensterfunktion mul-

tipliziert werden. Der theoretische Hintergrund fir didééa3nahme ist in Abschnitt 4.3.5
erlautert worden.

Die Signalfilterung kann verschiedene Ziele verfolgen.bgehdren u. a.:

Dampfung oder Beseitigung von Stérungen

Hervorhebung bestimmter Spektralanteile

Signalkompression durch Eliminierung irrelevanter Spknteile
Klassifizierung von Signalen anhand ausgewahlter Sp&keélzienten

Das vorgestellte Prinzip der Filterung im Frequenzber&etn auch auf andere Spektral-
bereiche Ubertragen werden. Wird ein zeit- oder ortsalibéadsignal beispielsweise im
Sequenzbereich bandbegrenzt, dann wird das Ausganglssigrieeppenformiges Zeitsi-

gnal oder ein Bildsignal mit Blockstruktur sein.
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4.5 Schnelle Korrelation und Faltung

So wie die Signalfilterung im Zeit- oder Spektralbereichgaighrt werden kann, ist auch
die Berechnung der Korrelation und Faltung in beiden Baeicmdoglich. Die diskre-
ten Versionen des Korrelationstheorems (Gleichung 4.88)des Faltungstheorems (Glei-
chung 4.83) stellen den Zusammenhang zwischen beiden lBenegsmethoden her. Fur
die zyklische Korrelation gilt:

fn o— F, und h, o—e H,,
N-1

ri o—e Fpp - Hy mit 1= fohnin), (4.136)
n=0

Die zyklische Faltung berechnet sich ahnlich:

N—-1
g; o= Fpn - Hyy Mt g2 =" fi- hupy, (4.137)
k=0

Die Berechnungen von zyklischer Korrelation und zykligchaltung tber den Frequenz-
bereich erfordern die Hin- und Ricktransformation der éeideitsignale, also zusatzliche
Rechenoperationen. Wird die Transformation allerdingsdar schnellen Fouriertransfor-
mation ausgefiihrt, so kann der Rechenaufwand dennochekls@in als bei der direkten
Berechnung im Zeitbereich. Diese indirekten Verfahrendgardeshalb auch schnelle Kor-
relation und schnelle Faltung genannt.

Bei der Berechnung von Korrelation und Faltung Uber den deagbereich sind einige
Besonderheiten zu beachten. Sie haben ihre Ursache in diedliBigdtseigenschaften der
DFT (s. Gleichung 4.72). Durch die Periodizitat der Zeition ist die fir die Korrela-
tion und Faltung erforderliche Verschiebung eines der dieideitsignale eine zyklische
Verschiebung. Das hat zur Folge, dass nur ein Teil der Eigebrdenen der nichtzykli-
schen Korrelation und Faltung entspricht. Eine vollstgaddentitat der Ergebnisse kann
aber dadurch erreicht werden, dass die Sigrfaleler LangeNy und h,, der LangeN,,
so mit Nullen aufgefillt werden, dass beide die Lange+ Ny, — 1 haben. Eine zyklische
Verschiebung fihrt nun nicht mehr zu anderen Ergebnissatial,normale” Verschiebung.
Die Ergebnisse der direkten Berechnung von Korrelationkaitling nach den Gleichungen
3.65 und 3.78 und der indirekten Berechnung tber den Frefeesich sind dann gleich.
Die praktische Ausfihrung der Korrelation und Faltung tdest Frequenzbereich erfordert
die folgenden Schritte:

Auffillen der Zeitsignalef,, und h,, mit Nullen, so dass ihre Lange einer Zweierpotenz
entspricht und die Bedinguny > Ny + N;, — 1 erfilltist (s. Gleichung 3.71)
Berechnung der Fouriertransformiertep und H,, der beiden Zeitsignale mit der FFT
Berechnung der konjugiert komplexen Funktifj, (nur fur die Korrelation)
Berechnung des Produkts der Transformierten durch konmpeneeise Multiplikation
von F,,, und H,,, bzw. F,,, und H*

m

Berechnung der Zeitfunktion Uber die inverse FFT
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Das Ergebnis der Korrelation ist dann:

r, o— R, mit R, =F, H (4.138)
Fur die Faltung ergibt sich:
gz o— Gy, mit Gp,=F, -H, (4.139)

Werden zur Berechnung der Anzahl der notwendigen Opesrationr die Multiplikationen
zugrunde gelegt, so ist nach der direkten Methode nachl@iegs 3.65 lediglich die paar-
weise Multiplikation der beiden Funktionen auszufiihreas gindN? Multiplikationen.
Die schnelle Korrelation erfordert die Fouriertransfotima der zu korrelierenden Signale,
die paarweise komplexe Multiplikation der beiden Fourarsformierten und die inverse
Transformation des Ergebnisses. Unter Verwendung eitereflen Fouriertransformation
mit einem Aufwand vonV - 1d N ergibt sich ein Gesamtaufwand v8A N - 1d N + 4 - N,

d. h., schon beN = 16 lohnt die Berechnung der Korrelation Giber den Frequenatiere

Die Verhéltnisse bei der Faltung sind ahnlich; hier kommtndie Spiegelung eines der
beiden Zeitsignale hinzu, dafur entféllt die Berechnung i&j;, .

Blockkorrelation In der Praxis kommt es haufig vor, dass eins der beiden Ze#kdg
sehr viel langer als das andere ist. Soll z. B. ein fortladfeimtreffendes Sprachsignal mit
einem anderen (kurzen) Signal korreliert werden, so wevdetaufend an den Ergebnis-
sen interessiert sein und nicht warten wollen, bis das ges&ignal vorliegt. Zur schnellen
Berechnung einer Korrelation wird in einem solchen Fall @&sge) Signal in einzelne Ab-
schnitte (Blocke) zerlegt, mit denen jeweils die Korredatberechnet wird. AnschlieRend
missen die Teilergebnisse so zusammengefligt werden, alaEsgebnis dem der gewdhn-
lichen Korrelation entspricht. Fir die praktische Austirig einer solchen Blockkorrelation
gibt es zwei Verfahren, die im Englischen roiterlap addundoverlap savdezeichnet wer-
den. Sie kdnnen auch fir die blockweise Faltung angewenelietam. Zur Erlauterung soll
als Beispiel ein Signaf,, von unendlicher Lange mit einem Mustef der L&ngeN,, nach
der Methodeoverlap addkorreliert werden (Abbildung 4.38).

Dazu wird zuerst das Signdl, in Blécke f;, der LangeS zerlegt (Abbildung 4.38 c), e)
und g). Die Summierung der einzelnen Blocke ergibt das ges8ignalf,,:

= . - fir 0<n<S-1
Fo = fonps Mit fo, = {f s (4.140)
b=0

0 sonst

Auch die Korrelationsergebnissg, der einzelnen Blocke missen summiert werden, um
das Gesamtergebnig zu erhalten:

TE= ) Ty Mt Ty = (fr ®h), (4.141)
b=0
Ein Ergebnis,;,, beispielsweise Uber die schnelle Fouriertransformdt@echnet, hat nun
aber die Langé& + N;, — 1 und enthaltV;, — 1 sich Uberlappende Bereiche. Um ein richtiges
Ergebnis zu erhalten, missen die sich tberlappendend&irisse (Abbildung 4.38 d), f)
und h) addiert werderogerlap add. Das Korrelationsergebnig, zeigt Abbildung 4.38 i).
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Abbildung 4.38: Eine Methode zur Blockkorrelation
a) Signal f,, b) Muster h,,
¢) Block 0 und d) zugehdoriges Korrelationsergebnis
e) Block 1 und f) zugehdériges Korrelationsergebnis
g) Block 2 und h) zugehoriges Korrelationsergebnis
i) Korrelation von f,, und h,,

Bei der zweiten Methodeoyerlap savgist eine solche Addition nicht erforderlich. Statt-
dessen wird das Eingangssignal in Uberlappende SegmeldgtzBie Methode heil3t des-
halb auch Methode der Giberlappenden Eingangssignale.Ubienerung der Teilergebnis-
se fihrt dann zum richtigen Gesamtergebnis, wenn in jedigieFdie Werte im Uberlap-
pungsintervall unberiicksichtigt bleiben.

4.6 Kurzzeittransformationen

Das Ergebnis der klassischen Fouriertransformation sagtsedartber aus, in welchem
Ausmal’ die zu analysierende Zeitfunktion mit der harmdm@ad-unktion der jeweiligen
Frequenz Ubereinstimmt. Fir die Berechnung wird jeweils giessamte Signal herange-
zogen, die Aussage bezieht sich somit auf den Frequenzgidsagjesamten Signals. Eine
Aussage Uber die Zeitpunkte, bei denen diese Frequenzeigimal &uftreten, ist nicht mog-
lich. Entsprechend ist bei zweidimensionalen Signalen&kéingabe des Ortes moglich, der
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diese Frequenzen enthalt. Sind die Signale stationdr,istieegn alle Frequenzkomponen-
ten zu jedem Zeitpunkt bzw. an jedem Ort. Damit ist das Eripather Spektralanalyse tiber
die Fouriertransformation reprasentativ flr das gesaigteab Abbildung 4.39 a) zeigt ein
stationdres Signal mit drei verschiedenen Frequenzendi@ig-requenzkomponenten des
Spektrums sind zu jedem Zeitpunkt im Signal vorhanden.

Andert sich jedoch mit der Zeit der Frequenzgehalt im Sigealist das Ergebnis der
Fouriertransformation nur dann aussagekraftig, wenmlietti ein Uberblick (iber den Fre-
quenzgehalt des gesamten Signals gewonnen werden soBeispiel fir ein solches Si-
gnal ist in Abbildung 4.39 b) gezeigt. Aus dem Spektrum desiehtstationaren Signals
kénnen keine Rickschlisse darauf gezogen werden, zu welZbé&punkt die einzelnen
Frequenzen auftreten.

a)
f(t)s Fn
2+ 2
01 . | | | ; | —>
0 20 40 60m
2+
b)
f(0)4 Fo
2+ 2
0+
VAVAY 1 VT2 o 20 40 60m
24

Abbildung 4.39: Zwei Zeitsignale und ihre Spektren
a) Signal mit drei verschiedenen, immer vorhandenen
Frequenzkomponenten
b) Signal mit drei verschiedenen, nicht gleichzeitig vorhandenen
Frequenzkomponenten

Andert sich ein zeit- oder ortsabhangiges Signal nur inreikerzen Zeitabschnitt oder
in einer kleinen Region, so wirkt sich diese Anderung auf giesamte Spektrum aus. Ei-
ne Beziehung zwischen dem Frequenzgehalt und den Varidgi¢roder Ort ist also mit

der klassischen Fouriertransformation nicht zu ermittBla der Frequenzgehalt vieler Si-
gnale in unserer Umgebung jedoch zeitabhangig ist, sinthMan entwickelt worden, die
eine gleichzeitige Analyse des Zeit- und Frequenzverhaéemaoglichen. In teilweise syn-
onymer Verwendung von Bezeichnungen gehdren zu dieseahferi im weitesten Sinne
die Gabortransformation, die Kurzzeit-Fouriertransfation, die Wignerdistribution, die
Zeit-Frequenz-Analyse, der Pyramiden-Algorithmus, digltiMesolutionsanalyse, die Wa-
velettransformation u. a.

Das Ergebnis der gleichzeitigen Analyse des Zeit- und Faegnerhaltens wird in einem
Diagramm veranschaulicht, in dem auf der Abszisse die Zeltauf der Ordinate die Fre-
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quenz abgetragen werden. Fir die Intensitat des Signalsheireiner dreidimensionalen
Darstellung die dritte Koordinate verwendet. Soll der direensionale Zusammenhang in
einem zweidimensionalen Diagramm dargestellt werderd wir Kennzeichnung der In-
tensitat eine Grau- oder Farbskala verwendet. Eine solenst&lung wird in der Akustik
als Sonogramm oder Sonagramm bezeichnet, in der Signdde@ixang auch als Spektro-
gramm. Abbildung 4.40 zeigt zwei Beispiele. Im Folgenddhdas Prinzip der gleichzeiti-
gen Zeit- und Frequenzanalyse anhand der Kurzzeit-Foranesformation erlautert werden.

fA fA

v

Abbildung 4.40: Spektrogramme der gepfiffenen Melodie ,Gaudeamus igitur*
und des Rufs einer Eisente

Kurzzeit-Fouriertransformation Die Kurzzeit-Fouriertransformation (engthort ti-
me fourier transform, STHTist eingefihrt worden, um die oben beschriebenen Naehteil
der Fouriertransformation zu tiberwinden. Dies kann gdsatdndem das Signal in ausrei-
chend kleine Abschnitte unterteilt wird, die als statioadgenommen werden kdnnen. Die
Fouriertransformation wird dann auf jeden dieser Zeithbite einzeln angewendet. Fir
die Festlegung der Signalausschnitte wird eine Fensteibmverwendet. Jedem Einzeler-
eignis kann so eine bestimmte Position in der Zeit-Frequelyeme zugeordnet werden. In
der kontinuierlichen Form ist das Prinzip der Kurzzeit-fieriransformation gut zu erken-
nen:

STFT(w,7) = / f(t) gt—7) e ¥ dt (4.142)

Die Kurzzeittransformiert&TFTw, 7) eines Zeitsignals wird berechnet, indem die mit ei-
ner Fensterfunktiog(¢ — 7) multiplizierte Zeitfunktionf(¢) einer Fouriertransformation
unterzogen wird. Das Ergebn&TFTw, 7) enthdlt die Frequenzkomponenten vit) in

der Umgebung des ZeitpunktesAls Fensterfunktion haben sich verschiedene Funktionen
bewéhrt. Eine typische Fensterfunktion ist die Kosinuskgo deren Breite2 durch den
Parametet einstellbar ist:

1+cos(mrat) ,. 1
— fur --—

g(t) = 2 a
0 sonst

und a >0

1
<t < 4—
st=+y (4.143)
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Der ungarische Mathematiker Dénes Gabor hat im Jahre 18é6mdifizierte Gaul3glocke
als Fensterfunktion benutzt:

42
g(t) = 5 \}m - exp (2 i2> (4.144)

Die darauf basierende Kurzzeit-Fouriertransformatiatdeshalb auch Gabortransforma-
tion. Als Beispiel fur die ZweckmaRigkeit der Gabortramsfation zeigt Abbildung 4.41 a)
ein Zirpsignalf(t) = sin(x f1t?) mit einem Frequenzzuwachs vgfmzl% und sein Be-
tragsspektrum. Aus diesem Spektrum kénnen wir nicht ersetass die Frequenz im Zirp-
signal im Laufe der Zeit um Hz pro Sekunde zunimmt. Die Abbildungen 4.41 b) bis d)
zeigen das Ergebnis der Multiplikation von Zirpsignal un@b@rfenster, dessen jeweilige
zeitliche Position durch den Parameteaus Gleichung 4.142 bestimmt wird. Die Abbil-
dung zeigt auch die zugehdrigen Kurzzeitspektren.

a) 4 () M

LA UMM :
‘ """'l”Iaﬁ”IHI,III”III‘II‘II i t o 50 w

b) 4f, (t) IR ()]
YA /\ /\f\ﬂl\r\m\ L — . >
\/ VU5 10t 0 50 w

c) 11 |5 (W)
10 t 0 50 o

d 41 |F; ()|
vy AL | : >
L1111 0 50 &

Abbildung 4.41: Anwendung der Gabortransformation auf ein Zirpsignal
a) Zirpsignal und Ergebnis der klassischen Fouriertransformation
b) gefenstertes Zirpsignal und Kurzzeitspektrum mit 7 = 7 /4
c)r=mundd) T =27

Unter Verwendung der Kurzschreibweise fiir die mit einemsemrmultiplizierte komplexe
Exponentialfunktion

Jort)=gt—7) e mit w,TeR (4.145)
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und mit dem inneren Produkt nach Gleichung 3.135

b
(1), g (1) = / () g(t) dt (4.146)

kann auch die Kurzzeit-Fouriertransformation als innéhesdukt geschrieben werden:
STFT(w, ) = (f (t); g, (1)) (4.147)

In Abschnitt 4.3.5 ist darauf hingewiesen worden, dassdgreg und Zeit nicht gleichzeitig
genau angegeben werden kdnnen, da das Produkt aus Fregundnzeitfenster konstant
ist, d. h.At- Aw = const. Bedingt durch diese Unschérferelation kann die ldbhg in der
Zeit-Frequenz-Ebene kein scharfer Punkt, sondern nur e@hteck mit den Kantenlangen
At und Aw sein. Die ermittelten Spektralkomponenten kénnen als@mam Zeitintervall
zugeordnet werden. Wird die Unscharfe in der Zeit durch digaviz der Fensterfunktion
g(t)

oo

o2 = /t2 lg ()] dt (4.148)

g

beschrieben und die Unschérfe in der Frequenz mit der \lades Spektrumé&/(w)

0% = / W? |G W) dw mit g(t) o—e G (w) (4.149)
so lasst sich Uber das Theorem von Parseval (vgl. Abschgjtizéigen, dass die folgende
Beziehung gilt [49]:

1

o2 0% > g oder At-Aw> o (4.150)
Die AuflésungsunschéarfAt - Aw ist bei Verwendung des Gaul3fensters minimal.

Die Lange des Zeitintervallas¢ wird durch die Fensterfunktion festgelegt. Dabei ist die
Lange der stationéren Intervalle maRgebend. Ukewird somit die Zeit-Frequenz-Ebene
strukturiert. Als Beispiel sind in Abbildung 4.42 zwei Bigeale skizziert, die zu unter-
schiedlichen Zeitpunkten auftreten und mit unterschiddin Herzfrequenzen verbunden
sind. Das zuerst auftretende Biosignal weist eine nieddigefrequenz auf, deshalb finden
wir das Ergebnis der Zeit-Frequenz-Analyse in der linketeren Ecke der Zeit-Frequenz-
Ebene. Das spater auftretende Biosignal mit der hoherenfidguenz erscheint an einer
anderen Position der Ebene.

Durch die Unschéarferelation ist die GréRe der Teilflachetgelegt, die je einem Koeffizi-

enten entsprechen. Jeder Koeffizient liegt in einem Bengichist nicht genau zu lokalisie-
ren. Eine Verkleinerung dieser Flache ist nicht méglicke Burch die Fensterfunktion fest
vorgegebene Teilflache in der Zeit-Frequenz-Ebene wefstinan Nachteil der Kurzzeit-

Fouriertransformation hin. Eine mdglicherweise unteiestliche zeitliche oder rdumliche
Ausdehnung eines Ereignisses im Signal kann durch einesdlansformation nicht er-
fasst werden. Dies wéare aber mit einer flexiblen Fensteggniglich. Eine Transformati-
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Frequenz

Zeit _—

Abbildung 4.42: Zeit-Frequenz-Ebene der Kurzzeit-Fouriertransformation

on, die die Fenstergrof3e an die Ausdehnung der Ereignigsessinist die Wavelettransfor-
mation, die im nachsten Abschnitt behandelt wird.

4.7 Wavelettransformation

Mit der Wavelettransformation ist wie bei der Kurzzeit-FFeatransformation eine gleich-
zeitige Zeit- und Frequenz-Analyse mdglich. Sie hat altegd den Vorteil, dass die Fens-
tergrof3e nicht mehr starr ist, sondern in mehreren Auflésstafen arbeitet. Dadurch kén-
nen lokale Ereignisse mit unterschiedlicher Ausdehnukgrert werden. Das Arbeiten mit
verschiedenen Auflésungsstufen ist dann sinnvoll, wenrtieffsequenten Komponenten
eine groRe zeitliche Ausdehnung haben und die hochfregad&reignisse von kurzer Dau-
er sind. Dies trifft in der Praxis meistens zu. Die AnpassdagAufldsung wird dann in
der Weise sinnvoll sein, dass die hochfrequenten AnteitlemZeit besser aufgeltst wer-
den, die niedrigen und lang andauernden dagegen in derdiwegWie bei der Kurzzeit-
Fouriertransformation entspricht jede Teilflache in deit-Feequenz-Ebene wieder einem
in diesem Bereich liegenden Koeffizienten. Die Bereicheshatwar dieselbe Flache, besit-
zen aber im Unterschied zur Kurzzeit-Fouriertransfororaéiine unterschiedliche Ausdeh-
nung in der Zeit bzw. Frequenz.

Ein weiterer Unterschied zur Kurzzeittransformation dstss bei der Wavelettransformati-
on anstelle der Frequenz oft die so genannte Skalierungevetet wird. Sie ist umgekehrt
proportional zur Frequenz. Die verschiedenen Auflosunfgstsind dann vergleichbar mit
den verschiedenen Mal3staben fir Landkarten. Auf Kartegnoigen MaR3staben (zum Bei-
spiel MaR3stali: 100 bzw. kleine Maf3stabszah0) kdnnen Details gut erkannt werden, sie
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I I il

J‘ I J‘
I\

Skale

[

Zeit _

Abbildung 4.43: Zeit-Skalen-Ebene der Wavelettransformation

geben aber keinen Uberblick iber das Gebiet; Karten mih&leMaRstaben (zum Beispiel
Mafstabl:1.000.000 bzw. grof3e Maf3stabszahiD00.000) hingegen kénnen keine Details
enthalten, aber einen guten Uberblick geben. Das heilt déss bei groRen MalRstiaben
oder Skalen die Uber das ganze Signal ausgedehnten nieéfrigguenzen erkennbar sind.
In der grafischen Darstellung tritt an die Stelle der Ze#erenz-Ebene die Zeit-Skalen-
Ebene (Abbildung 4.43). Die Ausdehnung der Flachenstigtkgieder bestimmt durch die

Varianzen, nun sind es die Varianz der Zeit und der Skale,dds Maf3stabs.

Die Wavelettransformation kann wie andere Transformatioauch als inneres Produkt
zwischen dem zu analysierenden Signal und einem Basisfunsistystem interpretiert wer-
den. Die GroRe der Koeffizienten ist dann wieder ein MaR férdinlichkeit zwischen der
Originalfunktion und der entsprechenden Basisfunktiols. Zusatzliche Angabe muss nun
aber noch die jeweilige Skalierung hinzugeftigt werden.

Die Wavelettransformation kann kontinuierlich, diskrdeoals Reihenentwicklung jeweils
fur ein- oder zweidimensionale Signale formuliert werdem.Folgenden soll die kontinu-
ierliche Form der Wavelettransformation nur kurz vorgitsteerden, die schnelle diskrete
Form wegen ihrer Praxisrelevanz dagegen ausfuhrlicher.
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Kontinuierliche Wavelettransformation Die kontinuierliche Form der Wavelettrans-
formation wird in der Literatur auch als Integral-Wavelattsformation bezeichnet. Sie ist
im Jahre 1975 von Jean Morlet und Alex Grossman eingefuhmievo Isty(¢) eine reell-
wertige Funktion mit dem Frequenzspektrirtw), dann wird durch die Skalierungund
die Translationr ein Satz von Basisfunktionep, . (t) nach der Vorschrift

1 t—1T1
s (1) = — 4.151
ver )= = 0 (57 @.151)
generiert. Die Funktior, ,(¢) heif3t Basiswavelet oder auch Mutterwavelet (emgbther
wavele}. Die Grof3es bestimmt die Skalierung der einzelnen Wavelets und damgtBineite
und 7 bestimmt die Translation und damit ihre Position (mit- 0, s € R™ undr € R).
Fur die Fouriertransformiert&(w) der Funktiony(t) gilt:

7, , () = / % " (t - T) eIt gt (4.152)

Die Fouriertransformierte wird bendtigt, um ein Kriteriufir die Existenz der Wavelet-
funktionen aufzustellen. Ist(¢) quadratisch integrierbar, so ist die Funktio(t) dann ein
Wavelet, wenn sie die Konvergenzbedingung (eragimissibility conditioherfillt:

x 2
o _ / ¥ ()]
|wl
0
Sie besagt im Wesentlichen, dass die Fouriertransforentkrs Wavelets bei der Frequenz
w = 0 verschwinden muss, d. h.

dw < 0 (4.153)

/ W (#)dt =0 (4.154)

0
Damit sind als Basiswavelet solche Funktionen zulassajindiweitesten Sinne schwingen
und rasch abklingen (also kleine Wellen oder engavelets.

Wir wollen nun ein kontinuierliches Signadl(¢) transformieren. Fir die Transformierte
W (s, ) als Ergebnis der kontinuierlichen WavelettransformatdaT gilt dann:

WLT{S ()} = W (5,7) = (F(£), o r (£)) = / £ () or () dt (4.155)

Die Transformierte berechnet sich also aus dem innerenuRtashd stellt fir eine Posi-
tion 7 die Details vonf(t) auf der Aufldsungsstufe dar. Die Riicktransformation kann
aus dem parsevalschen Theorem hergeleitet werden. Diditédesher inneren Produkte

(f(8),¥s,2(1)) = (F(w), ¥s, - (w)) flhrt zu:

f@)= C}w/ / W (s, 7) Siz Yo (t) drds (4.156)

0 —oo
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Ein haufig fir Demonstrationszwecke verwendetes Wavg(e) ist die 2. Ableitung der
GauRglockexp(—t2/2), die auch als mexikanischer Hut bezeichnet wird:

¥ (t) = (1—1%)exp <_2t2> (4.157)

Wird sie in die Gleichung 4.151 fur das Basiswavelet einggsergibt sich:

Yur (t) = % ll - (t_ST)Z] - exp [—é(t_;)j (4.158)

Die Skalierungs bestimmt, ob das Wavelet eher schmal und hoch oder breit aod #t
(Abbildung 4.44 a). Die Translation legt die Position auf der Zeitachse fest (Abbildung
4.44 ).

a) W(t)4

0,51

S N

0,5+

b) W(t)4

1
=0 =10 =20
0,5+
s=1
t

10 \/ \/ \/le VZIO\/ 30

-0,57

Abbildung 4.44: Der mexikanische Hut mit verschiedenen Skalierungen und Translationen
a) Skalierungen s = 2,8,16 bei 7 =0
b) Translationen 7 = 0,10,20 beis =1

Die kontinuierliche Wavelettransformation soll an einemidpiel erlautert werden. Dazu
ist ein aus harmonischen Schwingungen zusammengeseigied §wahlt worden, das in
zwei Zeitintervallen unterschiedliche Frequenzen audwghbbildung 4.45). In der Zeit-
Skalen-Ebene ist die zuerst auftretende Schwingung zu &iiteen Zeit und bei niedriger
Skale zu finden, die spater einsetzende Schwingung auclneusgateren Zeit.

In der Abbildung 4.45 ist deutlich ein schmales Maximum bieidnigen Skalen und ein
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Abbildung 4.45: Zwei harmonische Schwingungen in einem Signal f(¢) und das Ergebnis
einer kontinuierlichen Wavelettransformation

breites Maximum bei hohen Skalen erkennbar. Zu beachtetteiss eine feine Skalenauflo-
sung bei niedrigen Skalen (kleinen Mal3staben) einer grebequenzauflésung entspricht.
Durch die Verschiebung des Wavelets wird das Signal auf diaghse ,geortet”, durch die
Anderung der Skalierung in dem entsprechenden MaRstabstati,

Die ausgefiihrte Transformation ist kontinuierlich, demm Skales und die Translation
sind reelle GroRRen. Da sie bei der praktischen Ausfihrungdasformation aber um end-
liche Werte wachsen, entspricht das Ergebnis einer Abtgstier Zeit-Skalen-Ebene. Aus
dem Prinzip des Verfahrens wird schon klar, dass die koigitiche Wavelettransformati-
on groRe Redundanz aufweisen muss, denn die Informaties &oeffizienten ist auch in
den Nachbarkoeffizienten enthalten. Als Vorteil muss j&édgelten, dass die Transforma-
tion auch auf einen Ausschnitt des Originalsignals angeeewerden kann, weshalb die
kontinuierliche Wavelettransformation in der Bildveraitoing durchaus Anwendung findet.

Diskrete Wavelettransformation Die Wavelettransformation ist in der digitalen Si-
gnalverarbeitung erst dann vorteilhaft einsetzbar, wearzd transformierenden zeit- oder
ortsabhangigen Signale in diskreter Form vorliegen une#irienter Algorithmus zur Be-
rechnung einer diskreten Wavelettransformation zur \@rfig steht.

Der Weg zu einem effizienten Algorithmus fir diskrete Sigrfahrt iber die Multiskalen-
analyse. Eine solche Analyse kann uber die Laplace- und gyaaifdide oder Uber die
Subbandcodierung ausgefiihrt werden. Beide Verfahrennwetgon langere Zeit bekannt,
als Yves Meyer und Stéphane Mallat im Jahre 1986 den Zusahmamgmmit der Wave-
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lettransformation gefunden haben [25].

Subbandcodierung  Das unabhéngig vom Pyramidenalgorithmus existierendaher
ren der Subbandcodierung wurde entwickelt, um Signale.(3pBachsignale) in einzelnen
Frequenzbéndern zu analysieren. Das Signal wird tiefgéittegt und anschlieRend unter-
abgetastet, die Detailinformation wird durch Hochpassfilhg gewonnen und kann eben-
falls unterabgetastet werden. Abbildung 4.46 zeigt daszRrider Subbandcodierung. Das
Signal f,, mit einem (dimensionslosen) Frequenzbaxfl = 0...1 passiert einen Hoch-
pass und einen Tiefpass, die die obere bzw. die untere Htdid-requenzbandes durch-
lassen. Durch die sich anschlieende Unterabtastung @yium den FaktoR wird die
Zeitauflosung halbiert und die Frequenzauflésung verdb@pretquenzband nur noch halb
so breit). Der Tiefpassausgang mit der halben Anzahl deagtiverte und der Halfte des
Frequenzbereichs wird jeweils einem nachsten TiefpassHouthpass zugefiihrt. An de-
ren Ausgangen betragt die Lange des Signals nur noch eiteViBie Verarbeitung wird
so lange fortgesetzt, bis nur noch ein Wert Ubrig ist (ngstgs Frequenzband, héchste
Skalierung). Um das Ergebnis der Subbandcodierung zuterhaterden, von hinten be-
ginnend, die Teilergebnisse zusammengefasst. Der erstedéf&e Ergebnisses ist also der
Ausgangswert des letzten Tiefpasses, der auch Approxanskoeffizient heifdt. Es folgen
die Koeffizienten der einzelnen Hochpassausgéange. Dadilisgbat dann insgesamt so
viele Koeffizienten wie das Eingangssignal Abtastwertéehat

Fur die iterative Subbandcodierung ist von Mallat [35] elg@ithmus entwickelt worden,
der wegen seines Aussehens auch Heringsgraten-Algosthgi3t. Bei Anwendung dieses
Verfahrens muss die Signallange einer Zweierpotenz esthpn.

Pyramidenverfahren  Der fir die Bildcodierung entwickelte Pyramidenalgoritmsmit-
telt mit der GauR3glocke gewichtete benachbarte Bildpuritéeh dieser Mittelung, die ei-
ner Tiefpassfilterung entspricht, erfolgt eine Unteratotag um den Fakta?2. Das Ergebnis
stellt eine Approximation des Originalbildes dar. Der \émg kann solange wiederholt wer-
den, bis ein einziger Grauwert ibrig ist. Die graphischesBdliung dieses Verfahrens ist die
Gaul3pyramide. Fir die Rekonstruktion eines Bildes missenach die Differenzen zwi-
schen zwei Auflésungsstufen der Gaul3pyramide verflighardieidie Detailinformationen
enthalten. lhre graphische Darstellung ergibt ebenfalls Byramide, die Laplacepyrami-
de. Ein Nachteil dieses Verfahrens ist seine Redundanz.

Diese Art der Multiskalenanalyse sollte nun dadurch weitnbessert werden, dass die
hierarchische Mittelung und Differenzbildung mit Hilfetbogonaler Basisfunktionen aus-
gefuhrt wird. Basisfunktionen zu finden, deren Verlauf sbinan der Zeit als auch von der
Skale abhangig sind und die gleichzeitig die Anforderurggerin Wavelet erfiillen, gestal-
tete sich als schwierig. Es ist das Verdienst von Meyer, dite@rthonormale Waveletbasis
gefunden zu haben [25]. Heute existieren sehr schnellerifthgoen zur Berechnung ortho-
normaler Wavelettransformationen diskreter zeit- odesatrthangiger Signale.

Wir wollen zur Erlauterung der diskreten Zusammenhange\W@étorraum betrachten, da
die Interpretation der Multiskalenanalyse dort zu einér seschaulichen Darstellung fuhrt.
Das zu transformierende Signal sei im Vektorralifn dem Signalraum, enthalten. Dieser
Vektorraum wird nun nach innen in die Teilraur@*! und W7+ zerlegt. Der Teilraum
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f, mit einer Bandbreite ~ Afvon 0...1

Hochpass| | Tiefpass

Af=1/2...1 Af=0...1/2

Koeffizienten

der Stufe 1 )
(4 Werte) Hochpass| | Tiefpass

Af=1/4...1/2 Af=0..1/4

Koeffizienten

der Stufe 2 _
(2 Werte) Hochpass | | Tiefpass

Af=1/8...1/4 Af=0..1/8

Koeffizienten Approximations-
der Stufe 3 koeffizient
(1 Wert) (1 Wert)

Abbildung 4.46: Prinzip der iterativen Subbandcodierung am Beispiel eines Signals f,, mit
N =28

VJ+1 enthalt das Signal in reduzierter Auflosung, der Radii! enthalt die Information
Uber die Differenz aufeinander folgender Teilraumeund V7. Die TeilraumeV/++ mit
w=0,1,...,7 werden durch die Skalierungsfunktioneft) erzeugt, die Differenzraume
Witk durch die Waveletfunktioner(t). Aus der Skalierungsfunktiop(t) € VY, deren
Integral nicht verschwinden darf, kénnen mit der ganzerl Zatithonormale Basisfunktio-
nenyo k(t) = p(t — k) in V0 erzeugt werden. Die Projektion eines quadratisch integrie
baren Zeitsignals auf die Orthonormalbagis — k) entspricht der Korrelation zwischen
dem Signal und der Skalierungsfunktigf¢) mit Translationsschritten von Das Ergebnis
ist eine verschwommene Version des Zeitsignals, da digekabsfunktion eine Glattung
bewirkt. Aus der Basisfunktion(¢) werden nun durch dyadische Verbreiterungen und dis-
krete Translationen weitere Skalierungsfunktionen adigl Die Funktionp(t/2) erzeugt

in V! eine Orthonormalbasis(2~!¢ — k) mit Translationsschritten voh In einem Raum
V7 muss dann gelten:

ik (t) =272 (277t — k) (4.159)

Aus dem Mutterwavelet () € W° kdnnen orthogonale Basisfunktionep ;. (t) = v (t —
k) in WY abgeleitet werden. Die Projektion eines Zeitsignals betregegebenen Auflo-
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sungsstufg ist seine Korrelation zur Waveletfunktiop; (¢), die Projektionen aller Funk-
tionen f(t) auf die Basisfunktionen bilden einen Vektorralif :

ik (t) =272 4 (279t — k) (4.160)

Uber das Frequenzspektrum der Skalierungs- und Wavelgifumlasst sich auch ohne
Kenntnis einer konkreten Funktion zumindest Uber den Weirtuob= 0 etwas aussagen.
Da das Integral tUber die Skalierungsfunktipf¥) nicht verschwinden soll, muss fir die
Fouriertransformiert&(w) die BeziehungP(0) # 0 gelten, d. h., das Spektrum der Ska-
lierungsfunktion besitzt Tiefpassverhalten. Das Integbeer die Waveletfunktion)(t) da-
gegen muss verschwinden (s. Gleichung 4.154), die Foraiesfiormierte? (w) zeigt somit
Hochpassverhalter@(0) = 0).

Die Vektorraumel’’ und W/ besitzen eine Reihe niitzlicher Eigenschaften, die z. B. in
[9, 32] beschrieben sind. Sie sind orthogonal, da die Skadgsfunktionp(2-7¢ — k) und

die Waveletfunktion)(2=7¢t — k) orthogonal sind. Die Teilraumg’*! undW7+! durfen
sich auf Grund der Orthogonalitat nicht gegenseitig etghalsondern missen sich ku
erganzen:

Vi =yitl g witt (4.161)

Die Operation® steht hier fir die orthogonale Addition zweier Vektorraurgs gilt all-
gemein, dass zu jedem Vektorraii der Auflésung2’ ein orthogonaler Vektorrauid’’/
existiert, in dem die Detailinformation enthalten ist. Blng 4.161 besagt, dass der Vek-
torraumV’ zerlegt oder aber aus den Teilraumen wieder zusammengesstien kann.
Jeder Vektorraum niedrigerer Ordnung ist mit einem Velaionm héherer Ordnung darstell-
bar:

Vicvicvic... (4.162)

Die Zerlegung eines Signalraums in Teilrdume soll an einefaehen Beispiel gezeigt
werden. Dazu wollen wir die schon im Abschnitt 4.3.4 besstenen Haarfunktionen ver-
wenden (Abbildung 4.47). Das Signal hat die Ladge= 22 und befindet sich im Raui¥i2.
Die zwei Skalierungsfunktionen des Rauisschreiben die Bildung der mittleren Summe
jeweils zwei benachbarter Abtastwerte des Signals vosé®isvei Ergebnisse gehdren nun
zu V1. Die zwei Waveletfunktionen i’ erfordern die Bildung der mittleren Differenz
benachbarter Abtastwerte. Diese zwei Ergebnisse gehéréin'z Dieselbe Prozedur wird
noch einmal wiederholt. Die vier Werte des Ergebnisses dmrélgttransformation finden
wirin VO, WO und W,

Aus der Abbildung 4.47 ist auch die Tief- und Hochpassfilbgrarsichtlich. Die Projektion
eines Signals auf die jeweils grobere Auflésungsstufe, diffdi@ entsprechende Skalie-
rungsfunktiony(t) in einem VektorraunV'7, entspricht der Tiefpassfilterung. Die Projekti-
on auf die jeweilige Waveletfunktion(t) in einem Vektorraun7, der die Detailinforma-
tion enthalt, entspricht dagegen einer Hochpassfilterwig.an anderer Stelle ausfuhrlich
beschrieben und begriindet [9, 12], ist es nun in praktiséh@mendungen nicht erfor-
derlich, die Skalierungs- und Waveletfunktionen zu bestan. Die Wavelettransformation
lasst sich als rekursive Filterung allein mit den Filteriiaeenten fur Tiefpass und Hoch-
pass realisieren. Die Filterkoeffizienten fir die Tiefgétesung ho(k) sind die Faktoren
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Abbildung 4.47: Zusammensetzung der Vektorraume am Beispiel der Haarfunktionen,
N=4

fur die einzelnen Skalierungsfunktionen, die als Linearkination zu der so genannten
Verfeinerungs- oder Zweiskalengleichung (engdfinement equation, two-scale relatjon
fuhren:

291

P (t)=V2) ho(k)p(2t—k) (4.163)
k=0

Diese Gleichung ist die grundlegende Beziehung der Multeskanalyse mit dyadischer
Skalierung. Sie besagt, dass die Skalierungsfunktign eine gewichtete Summe der auf
die Halfte verkleinerten Kopien (ihrer selbst) ist. Diet€ikoeffizientem, (k) lassen sich
aus dem inneren Produkt berechnen:

ho (k) = (010 (1) 00k (1)) it @ (1) = 2% o (27t — k) (4.164)

Die Ableitung der Koeffizienten fur die Hochpassfilterundgpbgt aus der Waveletfunkti-
on(t). In den grundlegenden Arbeiten von Ingrid Daubechies [1ig] wezeigt, dass die
Waveletfunktion aus der Zweiskalengleichung 4.163 aliggMerden kann. Sie ergibt sich
als Linearkombination der mit den Hochpasskoeffizieritefk) gewichteten Skalierungs-
funktionen:
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D) =V2Y hi(k) o2t —k) und () =2% ¢ (2t~ k) (4.165)
k=0

Die Koeffizientenh; (k) des Hochpasses lassen sich aus den Koeffizigntgr des Tief-
passes berechnen, indem die Reihenfolge der Werte umgekehjeder zweite Wert ne-
giert wird:

hi (k) = (0, (=1,k)) = (=1)" ho (~k +1) (4.166)

Die Negation jedes zweiten Wertes entspricht einer sukmssdInterabtastung mit dem
Faktor2. Die Zusammenfassung der Filterkoeffizienteyik) in einem Vektor heil3t Ska-
lierungsvektor, die der Koeffizientdn (k) Waveletvektor.
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Es kann nun entweder aus einer gewiinschten Skalierungi&fugkt) tber die Orthonor-
malitatsbedingung

(p(t—17), ¢t —Fk) =0k (4.167)

der Skalierungsvektor berechnet werden oder der Skafisuaktor ist gegeben und die
zugehdrige Funktiorp(¢) ist gesucht.

Fur ein Zeitsignalf,, der LangeN kann die diskrete Wavelettransformation DWLT nun als
Transformationspaar geschrieben werden:

Id(N)—1 271

N—-1
Cjk = Z fﬂ 77[}71 (.77 k) und fn = Z Z Cjk (tn) wj,k (tn) (4168)
n=0 7=0 k=0

Als Beispiel sollen noch einmal die Haarfunktionen dieri@ie Skalierungsfunktion ist in
diesem Fall einfach eine Rechteckfunktion im Intery@lil):

( <
o(t) = 1 fur 0<t<1 (4.169)
0 sonst

Die umk mit der Schrittweitel verschobenen Funktioner(t — k) sind paarweise orthogo-
nal. Die gestauchte Funktign(2t) ist eine rechteckformige Funktion im Intervgdl, 1/2).
Diese Funktion wird mit der Schrittweite/2 verschoben. Die Funktionep(2t — k) sind
auch paarweise orthogonal. Der Vektorrauthist eine Linearkombination vop(2¢) und
o2t — k):

o () = % P (20) + (2t 1) (4.170)

Durch Koeffizientenvergleich mit der Zweiskalengleichun@63 ergeben sich die Filterko-
effizienten als Elemente des Skalierungsvektors zu:

L fur k=0,1
ho (k) ={ V2 (4.171)
0 sonst

Auch die (ganzzahlig) verschobenen Wavelets — k) tUberlappen sich nicht und bilden
genau so eine Orthonormalbasis wie die Wavelets mit deiieSkafsfunktion. Die Zwei-
skalengleichung fur die Wavelets lautet:

(1) = % 0 (2t) — (2t — 1) (4.172)

Durch Koeffizientenvergleich mit der Gleichung 4.165 eyebich die Filterkoeffizienten
als Elemente des Waveletvektors zu:

£ fir k=0,1
hy (k) =4 V2 (4.173)
0 sonst

Der Vergleich von Skalierungs- und Waveletvektor zeigssddlochpass- und Tiefpass-
koeffizienten die Beziehung nach Gleichung 4.166 erfukerh. Gber die Umkehrung der



228 4 Die Werkzeuge des Spektralbereichs

Reihenfolge und Negation jedes zweiten Wertes zusammegehan

Die Haarfunktionen eignen sich zwar gut zur ErlauterungWlavelettransformation, prak-
tische Anwendung haben sie jedoch kaum gefunden. In konietiere Softwareprodukten
der Signalverarbeitung sind dagegen haufig Skalierungd-Waveletfunktionen von In-
grid Daubechies zu finden. Die heute nach ihr benannten Raigmvavelets zeichnen sich
durch besonders giinstige Eigenschaften aus, obwohl sieisetgelmanig aussehen (Ab-
bildung 4.48).

o(t) 4 w(t)4

-1 0 N 2t -1 —@ 1 2t
—14 _1f

Abbildung 4.48: Skalierungsfunktion ¢(z) und Waveletfunktion «(x) nach [11]

Die Filterkoeffizienten der Daubechieswavelets kénnerellab enthommen werden. Es
gilt beispielsweise fur den D4-Skalierungsvektor:

1 T

- _ _ 4.174

W5 LL+VE 3VE 3-v3 1-V3) (4.174)
T

ho(k)=[0,483 0,8365 0,2241 70,1294}

Den D4-Waveletvektor erhalten wir durch Umkehren der Refibige aller Vektorelemente
und sich anschlieBende Vorzeichenwechsel bei den Vektoeziten mit geradem Indéx
das heiRRt Multiplikation aller Vektorelemente mitl**+! (engl.:alternating flip:

ho (k)

T
ha (k)=[0,1294 0,2241 —0,8365 0,483} (4.175)

Zweidimensionale Wavelettransformation Die zweidimensionale Transformation
ist dann einfach auszufiihren, wenn die Skalierungsfunktiac, y) separierbar ist, d. h.,
in ein Produkt von zwei Funktionep(z) undy(y) zerlegt werden kann. Fir die Wavelet-
funktion gilt dann:

bn (@y) =279 (x = 2Pm,y —27n) fur j>0 1=1,2,3 (4.176)

Jsm,n

Hier sindj, m,n,l € Z. Die VektorrAumd&/ und W sind jetzt zweidimensional; der Raum
W besteht aus drei Teilrdumen, die durch drei Waveletfunktiobeschrieben werden:

YN(z,y) = o(x) - ¥ (y) zur Beschreibung des horizontalen Unterschieds
V(z,y) = ¥(x) - p(y) zur Beschreibung des vertikalen Unterschieds
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Y9(z,y) = ¥(z) - ¢(y) zur Beschreibung des diagonalen Unterschieds

Die berechneten drei Bilder entsprechen einer gerichtetrung.

Ist ein Bild f1(x,y) der GroRBeN x N mit N = 2" gegeben und ist fur das Originalbild

j = 0und2/ = 1, so wird mit steigendenj die Skalierung jeweils verdoppelt und die
Auflésung halbiert. In jeder Stufe der Transformation wiess dild durch Unterabtastung

in vier viertelgrol3e Teilbilder zerlegt. Die Viertelbildergeben sich als inneres Produkt mit
den jeweiligen Basisfunktionen. Fir die 1. Stufe< 1) gilt:

f3 (m,n) (fi (x,y),¢ (z—2m,y—2n))
Mmn) = {(fi(z,y), " (@ —2m,y—2n))
fy(m,n) = (fi(z,y),¢" (x—2m,y — 2n))
fSmn) = (fi(z,y),¢" (@ —2m,y —2n)) (4.177)

Die inneren Produkte auf der rechten Seite der Gleichungé&spechen einer Faltungs-
operation. Wird fur die folgenden Stufen der Einfachheibkadas Faltungssymbol ver-
wendet, so gilt fur die Viertelbilder bei der Skalierud{:

f20j+1 (m,n) = [fg_,- (z,y) ¢ (—x, —y)] (2m,2n)
fng (m,n) = [fg_,- (z,y) * wh (—z, —y)] (2m,2n)
f3i1 (m,n) [f2) (z,y) * ¥ (—2,—y)] (2m, 2n)
fier (mon) = [ (w,y) x % (—2, —y)] (2m, 2n) (4.178)

Die Separierbarkeit der Skalierungs- und Waveletfunktiedeutet, dass die Gleichung
4.177 zeilen- und spaltenweise als eindimensionale Gparatisgefiihrt werden kann. Das
Prinzip ist in Abbildung 4.49 dargestellt.

Die Abbildung zeigt, dass zuerst die Zeilen des OrigindHsl einer eindimensionalen Wa-
velettransformation unterzogen werden. Als Zwischerangse entstehen ein zeilenwei-
se tiefpassgefiltertes Bild, (x,y) * ho(—z) und ein zeilenweise hochpassgefiltertes Bild
fi(z,y)*h1(—z). Auf diese beiden Bilder wird dann spaltenweise eine 1Da3farmation
angewendet. Nach jeder Transformation werden die ungeraeiden bzw. Spalten elimi-
niert. Als Ergebnis entstehen vier Teilbilder, die nachi@iang 4.178 zu den verschiedenen
Auflédsungen und Richtungen gehéren.

Die Rekonstruktion des Bildes ist Uiber die inverse Wawvelaiformation mdglich. Das
Prinzip istin Abbildung 4.50 gezeigt. An die Stelle der Unatatastung tritt bei der inversen
Transformation eine Uberabtastung jedes der vier Te@bittkr jeweils vorigen Stufe, d. h.,
links von jeder Spalte muss eine Spalte mit Nullen eingefiggden. Dann sind die Zeilen
mit ho(z) und ky(z) zu falten und dief - N Teilbilder sind paarweise zu addieren. In
der anderen Richtung erfolgt die Uberabtastung durch Hiigan einer Zeile mit Nullen
Uber jeder Zeile. Die beiden als Zwischenergebnis entatihreBilder der GroRéV x N
mussen dann wieder mity(x) und hq(z) gefaltet und schlieRlich die beiden Teilbilder
addiert werden.
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} Entfernen
Tiefpass > )
spalteﬁweise jeder
Entfernen 2. Zeile
jeder
2. Spalte
Entfernen
T Hochpass | | )
spaltenweise Jeder
] 2. Zeile
Tiefpass
zeilenweise
Hochpass
zeilenweise Entfernen
Tiefpass :
P jeder
l spaltenweise] 2 7eile
Entfernen
jeder Entf
2. Spalte i Hochpass ) nternen
spaltenweise eder
2. Zeile

Abbildung 4.49: Bildzerlegung bei der 2D-Wavelettransformation

Spalten Zeilen Zeilen Spalten

fozj"@_’ ho(x)
ho(x)

fhzj"@—' h4(x)

mal 4 > 5, ,

fvzj"@" ho(x)
ho(x)

fdzj"@—' hy(x)

Abbildung 4.50: Bildrekonstruktion bei inverser 2D-Wavelettransformation
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4.8 Ubungsaufgaben

Ubung 32 (Lésung auf Seite 273)

Ein kontinuierliches, periodisches Rechtecksigfig) mit der Periodendauéf, = 1 und
dem Parameted = 0,25 soll in eine Fourierreihe entwickelt werden. Eine Signéilpde
lasst sich wie folgt beschreiben:

2 wenn 0<t<d
fit)=<¢0 wenn d<t<Ty—d
2 wenn Ty —d<t<Ty

Setzen Sie das Signal sinngemaR fort und skizziererfi@jeBestimmen Sie den Tastgrad
und legen Sie das Entwicklungsintervall fest. Geben SiéNdileerungsfunktiorf,, () an.
Dabei kénnen lhnen die Beziehungéros(b t)dt = sin(b t)/b undsin(—a) = — sin(«)
hilfreich sein. Skizzieren Sie im Diagramm des Signals déh&rungsfunktion fir drei
verschiedene Summandenanzahlen. Rechnen Sie die reelleierfeihenkoeffizienten in
komplexe um (Tabelle B.3 auf S. 284) und zeichnen Sie diesddii aktuellen Tastgrad
in ein Linienspektrum ein. Zeichnen Sie die Linienspektech fur die Tastgrade 5% und
95%.

Ubung 33 (Lésung auf Seite 274)

Entwickeln Sie die folgende Messreihe in eine Fourierreihe

nl|lo 1 2 3 4
th 10 1 2 3 4
fal1 0 05 1 0 05

Skizzieren Sie die Messreihe, damit Sie die Periodizitéermmen. Finden Sie die Perioden-
dauerT; und damit das Entwicklungsintervall sowie die Grundfretgen fy bzw. wq. Ar-
beiten Sie mitM = 3 Basisfunktioner®(t) = 1, @1 (t) = cos(wpt) undPs(t) = sin(wpt).
Berechnen Sie die drei Fourierreihenkoeffizienigna; undb,. Rechnen Sie die reellen
Fourierreihenkoeffizienten in komplexe um. Benutzen Sieudaieder Tabelle B.3. Skiz-
zieren Sie die Naherungsfunktigi, (¢) im Diagramm der Messreihe. Warum ist das Feh-
lermaRE? Null?

Ubung 34 (Lésung auf Seite 275)

1 Quotient aus Impuls- und Periodendauer
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Ermitteln Sie die Fouriertransformierfé(w) des kontinuierlichen, aperiodischen und ab-
klingenden Signalg(¢) = 2-t-exp(—3-t) fir ¢ > 0. Schétzen Sie vorher den Funktionswert
F'(0) ab. Testen Sie ebenfalls vorher, ob die Fouriertransfateexistiert. Skizzieren Sie
dann im Intervall-8 < w < 8 folgende Verlaufe:

a) Realteil- und Imaginérteilspektrum
b) Betrags- und Winkelspektrum

Benutzen Sie bereits tabellierte Fouriertransformiente; Beispiel Tabelle B.1 auf S. 283.

Ubung 35 (Lésung auf Seite 276)

Ermitteln Sie die Fouriertransformiert(w) eines diskreten, aperiodischen Signals. Ge-
winnen Sie dieses Signal durch gleichabstandiges Abtat#snhnen bereits bekannten
kontinuierlichen, aperiodischen Signgl§) = 2 - ¢ - exp(—3 - ¢) im Intervall0 < ¢ < 4.
Verwenden Sie die folgenden Parameter fir den Abtastvgrgabtastperiodel’y = %
N = 64 Abtastwertey als Zeiger durch die Messreihe mit= 0. .. 63, Messzeitpunkte

t, = n- T, Messwertef,, = f(t,) = f(n - Ta). Skizzieren Sie in einem Diagramm
das kontinuierliche und das diskrete Signal. Testen Si&diwergenz, bilden Sie dazu die
Summe der Betrége vofy,. Skizzieren Sie in einem Diagramm die folgenden Verlaufe im

Intervall —wp < w < wa:

a) Betragsspektrun'(w)|
b) Betragsspektru¥ (w)| aus der vorigen Ubungsaufgabe
¢) senkrechte Hilfslinien bei den Nyquistfrequenziany

Vergleichen Sie das Betragsspektr{ifi{w)| mit dem der vorigen Ubungsaufgabe. Kommt
es zum Aliasing?

Ubung 36 (Lésung auf Seite 276)
Berechnen Sie eine MatribD F'T fir die diskrete Fouriertransformation, mit der Sie ein

diskretes Signaf mit N = 8 Abtastwerten transformieren kdnnen. Das Signal lautet bei
spielsweise:

n |0 1 2 3 4 5 6 7
fml1 2 3 1 -1 -1 -1 0

Ist die Matrix unitar? Transformieren Sie das Signal undigaen Sie es zuriick, indem Sie
das DFT-Spektrun¥' geeignet transformieren. Kénnen Sie sich die Mihsal eiregridn-
version ersparen?
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Ubung 37 (Losung auf Seite 277)

Berechnen Sie eine Matri®d HY T fur die diskrete Hartleytransformation, mit der Sie das
diskrete Signalf mit den8 Abtastwerten transformieren kdnnen. Transformieren & d
Signal und gewinnen Sie es zurilick, indem Sie das DHYT-Spek#’ geeignet transfor-
mieren.

Ubung 38 (Losung auf Seite 278)

Berechnen Sie eine MatribCT fur die diskrete Kosinustransformation, mit der Sie das
diskrete Signalf mit de 8 Abtastwerten transformieren kdnnen. Transformieren && d
Signal und gewinnen Sie es zuriick, indem Sie das DCT-Spakftgeeignet transformie-
ren.

Ubung 39 (Lésung auf Seite 278)

Berechnen Sie eine sequenzgeordnete MdW T fir die diskrete Walshtransformation,
mit der Sie das diskrete Signgl mit den8 Abtastwerten transformieren kdnnen. Trans-
formieren Sie das Signal und gewinnen Sie es zurlck, indemd& DWT-Spektrun¥
geeignet transformieren.

Ubung 40 (Lésung auf Seite 279)

Berechnen Sie eine MatriD HT furr die diskrete Haartransformation, mit der Sie das
diskrete Signalf mit den8 Abtastwerten transformieren kdnnen. Transformieren &g d
Signal und gewinnen Sie es zuriick, indem Sie das DHT-Spekifgeeignet transformie-
ren.

Ubung 41 (Lésung auf Seite 279)

Schliel3en Sie lhre Untersuchungen zu den diskreten Ortfadigansformationen ab, indem
Sie in der folgenden Tabelle ausfiillen, welche Matrix fier Rilicktransformation geeignet
(x) ist.

Matrix DIT2 | DFT | DCT | DST | DHYT | DWT | DHT
dieselbe X

transponierte| x
konjugierte -
inverse X

2 Diskrete Einheitstransformation
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Ubung 42 (Lésung auf Seite 280)

Ein digitales Messgeréat soll Ihnen das DFT-Spektrum eif@sHz-Sinussignals berechnen
und anzeigen. Dafur haben Sie am Messgerat den Messbeogidli eingestellt. Sie wis-
sen, dass dann intern dI%—fache Abtastfrequenz verwendet wird. Untersuchen Sie zwe
Falle:

a) Das Messgerat registriert lediglieht Messwerte
b) Das Messgerat registriest92 Messwerte

Wie grol? ist jeweils die Zeit fur die Signalerfassung bzve Beobachtungszeit? Wie grof3
ist jeweils die Frequenzaufldsung? Wird B80D Hz Uberhaupt ein Spektralkoeffizient be-
rechnet?

Ubung 43 (Losung auf Seite 280)

Zu welcher schnellen Transformation gehért die folgendeicBlng? Welche Aufgaben
haben die drei Matrizen?

1 00 O0f [+1 41 0 0 +1 +1 0 0
r_ L]0 10 0 0 +1 +1| |0 0 +1 +1
2100 0 1] |41 =1 0 0 +1 -1 0 0
010 0 0 0 +1 -1 0 0 +1 -1

Ubung 44 (Lésung auf Seite 280)

Konstruieren Sie fur ein Signdl, einen digitalen Hochpass im Frequenzbereich, der nur
Frequenzen oberhalb der Frequenz Null durchlasst. DasSartet wieder:

n |0 1 2 3 4 5 6 7
fml1 2 3 1 -1 -1 -1 0

Skizzieren Sie das gefilterte Signg|.

Ubung 45 (Lésung auf Seite 281)
Konstruieren Sie fir das Signél einen Sequenztiefpass, der alle Spektralkoeffizienten bis

auf zwei tilgt (Null setzt) und somit das Signal sequenzib@gtenzt. Skizzieren Sie das
gefilterte Signaly,,. Wie sehen sequenzbandbegrenzte Signale aus?

Ubung 46 (Lésung auf Seite 281)
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Berechnen Sie mit einer orthogonalen Matrix fur die diskrh€bsinustransformation das
DCT-Spektrum eines quadratischen Bildes &4t8 Bildpunkten. Das Eingangsbilf8 sei
ein Graukeil mit den Grauwertén . . 7. Die Grauwerte beginnen links mit Schwarz (Grau-
wert Null) und wachsen jeweils um eins erhdht nach rechtd-diern Sie nun im Spek-
tralbereich, indem Sie diejenigen DCT-Koeffizienten aufidatzen, deren Betrag 10% des
groRten Koeffizienten nicht Gberschreiten. Transformme3ee zurtick und vergleichen Sie
Eingangs- und Ausgangsbild.

Ubung 47 (Lésung auf Seite 281)

In der Bildverarbeitung wird gerne an Stelle einer orthagen Haarmatrix (s. S. 279) fol-
gende Matrix der Haar-Wavelets verwendet:

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
2 2 -2 -2 0 0 0 0
pwIT - L. [0 0 0 2 2 -2 =2
8 4 —4 0 0 0 0 0
0 0 4 —4 0 0 0 0
00 0 0 4 —4 0
o 0 0 0 0 0 4 —4

Untersuchen Sie die Matrixeigenschaften Rang, Deterrtenamd Orthogonalitat. Berech-
nen Sie die Inverse. Welche Vor- und Nachteile fur den Emdaser Matrix in der Bild-
verarbeitung ergeben sich daraus?

Ubung 48 (Losung auf Seite 282)

Einige Algebraprogramme stellen ihren Anwendern die saageten D4-Wavelefsvon
Ingrid Daubechies zur Verfugung:

Maple Uber die Funktiowith(D4Wavelets)
Mathcad Uber die Funktionemave() undiwave()
MATLAB uber die Funktionerdwt() undidwt()

Erzeugen Sie sich damit eine quadratische Transformatiatix D4 der GroRe3x8 und
untersuchen Sie die Matrix auf Orthogonalitat.

3 mit den vier Filterkoeffizienten aus Gleichung 4.174 auf 8 22






Kapitel

Anwendungsbeispiele

Die Werkzeuge der Signalverarbeitung, wie sie in den KapBaund 4 vorgestellt wurden,
kénnen ihre Leistungsfahigkeit erst unter Beweis stellemn sie (richtig) angewendet wer-
den. Die Ubungsaufgaben zu diesen Kapiteln haben mit itheubaren Beispielen bereits
einen ersten Eindruck zu praxisrelevanten Fragestellungemittelt.

Im letzten Kapitel des Buches werden nun noch drei Anwenslogigpiele ausfihrlicher
vorgestellt. Sie sind Ergebnisse von Forschungsprojel¢eArbeitsgruppe Signalverarbei-
tung und Mustererkennung am Institut fir Informatik der Hhatalt-Universitat zu Berlin.
Bei der Auswahl der Projekte hat nicht die Aktualitat der ifle& den Ausschlag gegeben,
sondern die Verbindung zu den im vorliegenden Buch vorfjesteNerkzeugen des Zeit-
oder Ortsbereichs und den Werkzeugen des Spektralberé&ichsiertes, kleines Beispiel
in Abschnitt 5.4 ist zwar (noch) nicht Forschungsgegertstiar Arbeitsgruppe; es ist aber
aufgenommen worden, weil es die Potenziale der gleiclgegitZeit- und Spektralanalyse
demonstriert.

5.1 Klassifizierung von Fahrzeugen

Ziel des Projekts

Wissenschaftliche Arbeit an Problemen der Abristung utetiationalen Sicherheit wird
in erster Linie mit Politik- oder Rechtswissenschaften is@mmenhang gebracht. Dartber
hinaus kénnen aber auch Natur- und Ingenieurwissenschafteihren mathematischen,
natur- und technikwissenschaftlichen Methoden zur Véréztmung und Einddmmung von
Konflikten beitragen. Ein Beispiel ist die direkte Kontebler Reduzierung konventionel-
ler Waffen mit der Methode der kooperativen Verifikation.dgerative Verifikation bedeu-
tet in diesem Zusammenhang die Uberpriifung der EinhaltongAbkommen im gegen-
seitigen Einvernehmen. Sie hat — z. B. gegeniiber Satelliteime Reihe von Vorteilen.
Dazu gehoren die Offenlegung der Eigenschaften der vemtendseratesysteme, die glei-
che Verfugbarkeit in allen Landern, die Zugénglichkeit dewonnenen Informationen und
die Gewabhr, dass diese Systeme nicht der Planung militénistktionen dienen. Das For-
schungsprojekt zur Fahrzeugerkennung war eingebettektimititen des Bochumer Veri-
fikationsprojekts (BVP), das im Jahre 1988 am Institut fip&xmentalphysik 11l an der
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Ruhr-Universitat Bochum gegrindet wurde [59]. Gegenwéaverden diese und andere Ak-
tivitdten innerhalb eines Arbeitskreises Abristung (AKAJler Deutschen Physikalischen
Gesellschaft konzentriert. Der Arbeitskreis befasst mitForschungen zu physikalischen
Fragen der Abristung.

Das Forschungsprojekt unserer Arbeitsgruppe, desserbiigge hier vorgestellt werden
sollen, hatte die Uberpriifung von Abriistungs- und BegreggmalRnahmen zum Ziel.
Sie sollte tiber den Nachweis und die Identifizierung schimiktarischer Landfahrzeuge
(Panzer, Truppentransporter) erfolgen. Aus friheren ilgbavar bekannt, dass ein solcher
Nachweis prinzipiell Giber die Signale, die von bewegtenrEalgen ausgehen und Infor-
mationen Uber deren Eigenschaften enthalten, méglicb@t Durch eine Erfassung, Auf-
bereitung und Extraktion relevanter Informationen kanmeehussage lUber Fahrzeugtyp,
Zeitpunkt und Ort bzw. Richtung der Bewegung gemacht werdirh des Forschungspro-
jekts war es deshalb, ein Geratesystem zu entwickeln, dagedarbeitung von akustischen
und seismischen Signalen, die von Fahrzeugen ausgeseadiny ausfilhrt. Akustische
und seismische Signale haben den Vorteil, dass sie mit 8anga erfassen sind, mit de-
nen die Fahrzeuge weitgehend unabhéngig von Wetter undveidtéltnissen tber mittlere
Entfernungen (bis einige Hundert Meter) nachgewiesen@ekdnnen. Fur die Beurteilung
der Leistungsfahigkeit und Grenzen solcher Uberwachystgssie im Einsatz fiir Friedens-
und Abrustungsabkommen braucht man sichere Informaticiben die von den Fahrzeu-
gen erzeugten Signale und Uber typische Stérungen etwh dascWetter, aber auch durch
andere Fahrzeuge oder Tiere. Diese Informationen soltiesr vealistischen Bedingungen
mit einem neu zu entwickelnden Geratesystem gesammelewerd

Aufbau der Sensorstation

Zur Losung der Aufgabe wurde ein automatisch arbeitendegeByentworfen, aufgebaut
und getestet, das die permanente Uberwachung von Koirtitilerlaubt, die in Abriistungs-
oder Friedensabkommen vereinbart werden. Das System folgefd Sensorstation ge-
nannt — musste eine Reihe von spezifischen Eigenschaftareigeh. So sollten sowohl
sehr kleine als auch sehr grof3e Signale verarbeitbar ¢sindar Dynamikbereich tiber die
kommerziell verfligbare Messtechnik deutlich hinausgeem anderen sollte das System
sehr robust und wetterfest sein und wegen des vorgesehamgzéitbetriebs auch wenig
Energie verbrauchen. Eine Zusatzanforderung bestand, @arch Wetterparameter aufzu-
zeichnen, da das Wetter die Qualitat der Signalerfassueigtoéchtigen kann.

Die als Ergebnis der Forschungsarbeiten entstandene Stism (Abbildung 5.1) hat ih-
re Leistungsfahigkeit anhand von etwa 1000 AufzeichnungemVorbeifahrten schwerer
Landfahrzeuge und deren Erkennung unter Beweis gestellt.

Signalverarbeitungskette Im Folgenden sollen die fiir die Signalverarbeitung wich-
tigen Baugruppen der Sensorstation vorgestellt werdebgirdie Erlauterung sich an die
in Kapitel 2 dargestellte Signalverarbeitungskette amieAnschlieBend wird kurz auf den
Einsatz der Sensorstation bei der Bundeswehr eingegangkdie gewonnenen Signale
werden beschrieben. Dann wird gezeigt, welche Teilaufgales Projekts mit ausgewahl-
ten Werkzeugen der Kapitel 3 und 4 lI6sbar waren.
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Abbildung 5.1: Sensorstation

Der Entwurf des signalverarbeitenden Systems wurde duecAmforderungen bestimmt:
Akustische und seismische Signale sollten erfasst undhetat werden, aul3erdem Standard-
Wettersignale. Da es sich dabei um analoge Signale ham#sitand die Aufgabe in der
Realisierung von Baugruppen sowohl fiir die analoge als #iuctie digitale Signalver-
arbeitung. Die Sensorstation wurde als mehrkanaligesBykonzipiert. Einen Uberblick
Uber die Baugruppen und damit Uber die zu lésenden Teilhefygibt die Signalverar-
beitungskette der Sensorstation (Abbildung 5.2). Die S8emsder Station sind Geofone
und Mikrofone. Ihr analoges elektrisches Ausgangssigival @en vierkanaligen Eingangs-
baugruppen zugefiihrt, die aus Vorverstarker, analogefpdss und einem automatischen
Messbereichswahler bestehen. Die sich anschlieBendegriggen sind Bestandteile einer
Signalprozessorplatine und einer Platine mit einem Staimi&roprozessor. In der Abbil-
dung ist die Trennung zwischen analoger und digitaler \d&idung gekennzeichnet.

analoge Signalverarbeitung digitale Signalverarbeitung
A A
4 A4 A
Geofon \Vorver- Ti Mess-
—H — Tiefpass — b
X starker > egﬁ'gps
Geofon_|| Vorver- | | igfyass _a"es$'h )
Y starker w?ﬁgr S
Geofon Vorver- . MeS$-
— — Tiefpass — _
z stéarker P e\,%rﬁ'gps
Mikrofon . ) Mess-
T} Vorver- | Tiefpass [—|pereichs-
starker wahler
Eingangsbaugruppen Signalprozessor- Einplatinen-PC

platine ADC64

Abbildung 5.2: Signalverarbeitungskette der Sensorstation
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Alle Module sind so aufgebaut, dass die Informationen férAlgorithmen zur Fahrzeug-
detektion ohne Verluste aufbereitet werden. Mehrere Setaimnen konnen untereinander
und mit einem Ubergeordneten Rechner kommunizieren.

Sensoren  Die akustischen und seismischen Signale fallen zeitkoigitich an und mus-
sen Uber die Sensoren Mikrofon (Abbildung 5.3) und Geofobbilung 5.4) den analog
arbeitenden Eingangsbaugruppen zugefihrt werden. Dasofdik wandelt Schallwellen
in eine elektrische GréRe um, das Geofon Bodenvibrationgh Abschnitt 2.4). Weiter-
hin sind je ein Feuchte-, Luftdruck- und TemperatursensoEzfassung der Wettersignale
vorhanden.

Abbildung 5.3: Mikrofon fur Anwendungen im Freien (Empfindlichkeit 50 mV/Pa,
Frequenzbereich 3 Hz bis 20 kHz)

Abbildung 5.4: Geofon (Empfindlichkeit 26 V/(m/s), Frequenzbereich von 1,6 Hz bis
300 Hz)

Eingangsbaugruppe Die Eingangsbaugruppe besteht aus vier gleich aufgeb#iaten
nalen, die wahlweise fiir Mikrofon- oder Geofonsignale genwerden kdnnen. Die wich-

tigste Aufgabe dieser Baugruppe ist die Bandbegrenzunguagiogen (zeitkontinuierli-

chen) Signale. Die Bandbegrenzung ist erforderlich, umAlatasttheorem einhalten zu
kdnnen (vgl. Abschnitt 2.3). Dartiber hinaus werden diegieithe, mehrkanalige Erfas-
sung vorgenommen, die Anpassung der Impedanz und Verstidewahrleistet und die
Wettersignale (relative Feuchte, Luftdruck und Gerateimemperatur) vorverarbeitet. Ab-
bildung 5.5 zeigt die als PC-Einbaumodul realisierte Enggbaugruppe.
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Abbildung 5.5: Eingangsbaugruppe der Sensorstation

Abtast-Halte-Schaltung und Analog-Digital-Umsetzer Der unterschiedliche Ab-
stand, in dem sich die militarischen Fahrzeuge von der 3$stadion befinden kdnnen, ist
Ursache dafur, dass beispielsweise die seismischen Signeinem Wertebereich von we-
nigen Mikrometern pro Sekunde bis zu einem Dezimeter praiSdd auftreten, wobei die
Frequenzbandbreite im Extremfall Gbér kHz betragen kann. Damit sind fur den Analog-
Digital-Umsetzer ein Dynamikbereich von Ul bit Amplitudenauflésung und Abtastra-
ten von mindester0 kHz erforderlich. Abbildung 5.6 zeigt das Blockschaltbild é&yU-
Variante, die diese Forderungen erfullt.

| Digitale Steuerung l—

V= 1 vVi,2= 1 v
2 41| | ADU fiir
,_ > [> 4 > [> 87 Mantisse
Eingangs- A 16 = 16
signal
9 »| Abtast-Halte- LMantisse
Schaltung y v v
|—»Komparator—» Register —»| Decoder |—— Exponent

Abbildung 5.6: Blockschaltbild des hochauflésenden Analog-Digital-Umsetzers

Das Prinzip dieser Umsetzung besteht in einer separatenisden- und Exponentenbe-
stimmung fir den digitalisierten Messwert. Dies geschiieldien folgenden Schritten:

Die Geofon- oder Mikrofonsignale gelangen als Erstes audrelerstarker mit program-
mierbarer Verstarkung (Messbereichswahler). Dieser kamiorverstarkungen, 2, 4 und

8 erzeugen. Es schlief3en sich ein Tiefpassfilte©rdnung mit einer Grenzfrequenz von
10 kHz und ein Hochpassfilter mit einer Grenzfrequenz \toHz an. Fur Vorverstarker
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und Filter werden rauscharme Operationsverstarker vateteas auf eine Bandbreite
von 1 Hz bis 10 kHz begrenzte Signal wird einer Abtast-Halte-Schaltung ziigef Ihren
Startbefehl bekommt diese Stufe vom Signalprozessor, @eitgeweils den Beginn einer
Analog-Digital-Umsetzung festlegt. Die weitere Schatfuritet aus dem Betrag des Si-
gnals eine Verstarkung zwischérund 256 ab. Die acht mdglichen Verstarkungsfaktoren
der Verstarkew;; undwv;s aus Abbildung 5.6 werden stets so gewahlt, dass das veestark
Signal betragsmafig im Bereich varb V bis +10 V liegt. Das Signal wird mit dem je-
weiligen Verstarkungsfaktor multipliziert. Gleichzejtivird der Exponent ermittelt und mit

4 bit codiert. Der Exponent liegt etwi® 1.5 nach dem Startbefehl vor. Das verstarkte Signal
wird einem 16-bit-AD-Umsetzer Ubergeben, der e$ jis in eine ganze Dualzahl umsetzt.
Der digitalisierte Messwert hat einen Maximalwert 888 352 und einen Minimalwert
von 1, woraus sich zuziglich eines Vorzeichenbits eine maxirbgleamik von144 dB
bzw. 24 bit ergibt. Unter Berticksichtigung der Umsetzzeiten fim &&ponenten- und den
Mantissen-Umsetzer kann ein Messkanal 2lleus einen Messwert liefern. Das entspricht
einer Abtastfrequenz vos0 kHz je Kanal.

Vorverarbeitung mit einem digitalen Signalprozessor Der digitale Signalpro-
zessor (DSP) wird eingesetzt, um aus den beiden einzelneseidergebnissen den digita-
len Messwert zu berechnen, die Ergebnisse aller vier Kandsammeln, zwischenzuspei-
chern, mit Zeitstempeln zu versehen und zu geeignetenugiten an den Mikroprozessor
zu Ubergeben.

Vorverarbeitung mit einem Mikroprozessor Der Mikroprozessor auf dem Einplati-
nen-PC Ubernimmt das blockweise Lesen und das Zwischemgpeider vier Signalepiso-
den, fugt sie in ein verbindungsorientiertes Protokoll e versendet die Signalpakete
mit einer maximalen Ubertragungsrate vidnMbit pro Sekunde (iber eine Ethernetschnitt-
stelle an einen tibergeordneten Rechner. Uber ihn kann dso8&ation auch konfiguriert
werden. Zur Konfiguration gehdren die Auswahl der Signajénge, die Einstellung der
Vorverstarkung und die Festlegung der Abtastfrequenz.

Schnittstellen fur die Kommunikation Es werden eine serielle Schnittstelle (z. B.
fur den Anschluss einer kommerziellen Wetterstation) uiné &thernet-Schnittstelle zur
Ubergabe von Auswertungsergebnissen und Signalen an dealze Rechner benutzt.

Testmessungen

Der Dynamikbereich der Sensorstation ist im Labor getesbetlen. Dazu wurden die seis-
mischen Signale eines Hammerschlags aufgenommen. AbbiblT zeigt Messergebnisse
mit einem Dynamikbereich voh38,5 dB bzw.23 bit.

Zwei Sensorstationen sind wéhrend eines vierwdchigen fitrpats in Meppen bei der
Wehrtechnischen Dienststelle fir Waffen und Munition dem8eswehr einem Hartetest
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Abbildung 5.7: Hammerschlag als Testsignal fir den Geofonkanal

unterzogen worden. Zu den vorbeifahrenden Fahrzeugentgeh€etten- und Radfahrzeu-
ge der folgenden Typen:

5 Kettenfahrzeuge: Kampfpanzer Leopard 1, Leopard 2 und Md@dpanzer Jaguar
und Waffentrager Wiesel,

5 Radfahrzeuge: Transportpanzer Fuchs, Spahfahrzeugetieriastkraftwagen Uni-
mog und MB 1017 und Van VW 70X0C.

Die Messungen wurden unter verschiedenen Bedingungeigkfithrt, z. B. auf Beton-
straRen und Sandwegen, auf unterschiedlichen StralR3emsmir Geschwindigkeiten von
5 km/h bis40 km/h, bei geringen und starken Umgebungsgerauschen unohtegschied-
lichen Wetterverhaltnissen.

Im Zusammenhang mit dem Forschungsprojekt war eine VielmahProblemen zu l6sen,
fur die unterschiedliche Werkzeuge der Signalverarbgizum Einsatz kamen. Im Folgen-
den wird — getrennt nach Zeitbereich und Spektralbereighe-Auswahl vorgestellt.

Ausgewahlte Signalverarbeitungsaufgaben im Zeitbereich

Den typischen Zeitverlauf eines akustischen Fahrzeugkigreigt Abbildung 5.8. Es han-
delt sich um die Vorbeifahrt eines Kettenfahrzeugs vom Typ3al. Bei dem Storsignal bei
zirka 50 s handelt es sich um die Uberlagerung eines Schusses.

Bevor ein Signal weiter verarbeitet werden kann, muss nenigher diejenigen Signalei-

genschaften Klarheit verschaffen, die die Anwendung bemater Werkzeuge einschranken.
Dazu gehort beispielsweise die Stationaritat. In der Sugmarbeitung setzen viele Verfah-
ren die Stationaritat der zu analysierenden Signale voEsisst deshalb erforderlich, die

Stationaritat bzw. Nichtstationaritat zu Uberprifen.
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Abbildung 5.8: Mikrofonsignal des Kettenfahrzeugs Wiesel

Stationaritatstest ~ In Abschnitt 3.1 (s. S. 80) ist darauf hingewiesen wordessddarke
und schwache Stationaritat unterschieden werden kdonreash der Praxis allerdings oft
nicht maglich ist, die Konstanz einer Verteilungsfunktisachzuweisen, beschrankt man
sich haufig auf den Nachweis der schwachen Stationaritét.

Dieser war auch hier erforderlich, da fiir die AuswertungEahrzeugsignale orthogonale
Transformationen eingesetzt werden sollten. Die Festiggines definierten Signalaus-
schnitts fiir die weitere Verarbeitung ist aber auch deshathtig, weil damit die Frequen-
zauflésung (s. Gleichung 4.131) bestimmt wird. Fir einedé&irequenzauflosung wéare ein
moglichst langes Intervall zu wahlen. Andererseits isti@taritat im vorliegenden Fall sich
bewegender Fahrzeuge sicher nur fir ein relativ kurzesviateyewahrleistet.

Soll die Weiterverarbeitung der Zeitsignale in einem Sgakereich erfolgen und eine
schnelle Transformation angewendet werden, bestehtztigdédhoch die Forderung, die
Intervalllange auf eine Zweierpotenz festzulegen.

In der Literatur werden verschiedene Tests auf Nichtstatitat beschrieben. Im Rahmen
einer Diplomarbeit [61] ist ein Test nach [63] verwendet gem. Das Verfahren untersucht
nacheinander die zeitliche Unabhangigkeit der statis¢isdviomente (vgl. Abschnitt 3.1.2)
in einem Test A und die der Spektralfunktion in einem Test BteStet wurden akusti-
sche Signale von funf Kettenfahrzeugen mit unterschibdtié-ensterlange. Sie reichte von
29 = 512 Abtastwerten bis z@'® = 8192. Bei einer Abtastfrequenz vor250 Hz ent-
spricht eine Fensterlange van48 Messwerten einer Beobachtungsdauer 1#688,4 ms.

Der Test geht von der Nullhypothese aus, dass sich die Ma&w. die Spektralfunk-
tionen der Signalausschnitte nicht unterscheiden, alseache Stationaritat vorliegt. Wird
die Nullhypothese mit einer vorgegebenen Irrtumswahiistibkkeit abgelehnt, sind die Si-
gnale nichtstationar. Andernfalls kann Stationaritatearmnmen werden (allerdings nicht
als nachgewiesen gelten).

Fiur den Test A wird das Signal in Blocke gleicher Dauer auidfet=ir jeden Block wer-
den Histogramme berechnet (Gleichung 3.20). Die Histogramverden mit eineny?-Test
einem Vergleich unterzogen, wobei die Varianzen aus denaBg geschéatzt werden. Fir



5.1 Klassifizierung von Fahrzeugen 245

jeden Block erfolgt dann die Berechnung der Autokorretafanktionr,, nach Gleichung
3.63 und daraus die Signalenergie,|* nach Gleichung 4.47. Fiir den Test B werden die
Histogramme vonF,, berechnet und ebenfalls mit eineyd-Test gepriift. Die folgende
Tabelle gibt an, wie gro3 der Anteil der stationaren Blédlkedie einzelnen Blocklangen
ist.

Anteil stationarer Blocke bei
Blocklange Test A TestB
512 89% 93%
1024 76% 80%
2048 55% 59%
4096 32% 38%
8192 15% 25%

Die Ergebnisse sind nicht fir jeden Fahrzeugtyp gleichdwine Blocklange vomn024 Ab-
tastwerten gewahlt, ergeben sich unterschiedliche Angtdltionarer Blocke:

Anteil stationarer Blocke bei
Fahrzeugtyp| TestA TestB
Leopard 1 72% 94%
Leopard 2 75% 7%
Jaguar 7% 7%
M 48 82% 88%
Wiesel 80% 76%

Das Ergebnis des Stationaritatstests zeigt, dass es etfordist, eine obere Grenze fir
die Blocklange zu wéhlen. Wird sie eingehalten, fliihren déteven Verarbeitungsschrit-
te zu korrekten Ergebnissen. Diese Grenze liegt fir dietaalen Fahrzeugsignale bei
2048 Abtastwerten, d. h1638,4 ms. Die weitere Verarbeitung der Signale sollte also mit
Signalabschnitten vorgenommen werden, die hoch@ettsAbtastwerte enthalten.

Signalfiterung  Verschiedene Umwelteinflisse beeintrdchtigen die Qualiéé Mes-
sungen. Als Beispiel fur die notwendigen VorverarbeititmgBnahmen sei hier die Si-
gnalfilterung zur Beseitigung von Windgerduschen genagkirttildung 5.9 zeigt das durch
Windgerausche gestorte Mikrofonsignal zweier Vorbeifamides Radfahrzeugs Fuchs.

Das mit einem digitalen Filter, einem Hochpads Ordnung beil0 Hz Grenzfrequenz,
gefilterte Signal ist in Abbildung 5.10 dargestellt. Man earkt deutlich, dass die durch
Winddruck verursachten niederfrequenten Signalanteiidefi und somit das eigentliche
Fahrzeuggerausch durch die Hochpassfilterung separiestewd&onnte.
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Abbildung 5.9: Mikrofonsignal mit niederfrequenten Stérungen durch Windgerdusche
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Abbildung 5.10: Mikrofonsignal ohne stérende Windgerausche

Ausgewahlte Signalverarbeitungsaufgaben im Spektralber eich

Die Erkennung von Fahrzeugtypen ist eine Klassifikatiofgahe. Um sie zu lésen, ist es
erforderlich, fur die einzelnen Messungen der FahrzengdigMerkmale zu gewinnen.

Orthogonale Transformationen Oft sind spektrale KenngréRen als Merkmale sehr
geeignet. In den Spektralkoeffizienten kénnen Informatiotiber die spezifischen Eigen-
schaften der jeweiligen Klassenreprasentanten enthsdtien Um zu untersuchen, ob flr
den vorliegenden Fall spektrale Kenngrof3en diese Erwgetuerfiillen, wurden die Signa-
le verschiedenen Orthogonaltransformationen unterzogendie Ergebnisse miteinander
verglichen. Die Beschreibung des Vorgehens und die Darstelund Diskussion der Er-
gebnisse sind ebenfalls Bestandteil der oben genanntdariapbeit [61]. Basis der Un-
tersuchungen waren Signalausschnitte der L&10ge¢ und 2048 der funf Kettenfahrzeuge.
Verwendet wurden die schnelle Fouriertransformation sdtenelle Kosinustransformation
und die Hartleytransformation. Vor Berechnung der diskndtourier- und Hartleytransfor-
mation sind die Signale mit Fensterfunktionen multiplizigorden (vgl. Abschnitt 4.3.5),



5.1 Klassifizierung von Fahrzeugen 247

um das Auslaufen des Spektrums zu verringern. Verwendedlemuunter anderem das
Hamming- und das Von-Hann-Fenster. Die nachfolgende Tebkelgt, dass diese Fenster
bei der Reklassifikation der Lernstichprobe bzw. bei derkissifikation von Fahrzeugen
zu unterschiedlichen Ergebnissen fuhrten.

Fenster Reklassifikation  Neuklassifikation
Hamming 95% 62%
Von-Hann 94% 56%
Rechteck 93% 56%

Als Beispiel fur die berechneten Spektren sind in AbbildériL fir die akustischen Signa-
le des Kettenfahrzeugs Wiesel die Ergebnisse der diskftariertransformation darge-
stellt. Abbildung 5.11 a) zeigt das aus den Mikrofonsigndlerechnete Betragsspektrum,
das wegen der unbekannten Entfernung der Fahrzeuge zurofbtiknormiert worden ist.
Dazu wurde die Summe aller Koeffizienten mit0% festgelegt. Die Abbildung demons-
triert, dass das Spektrum 380 Hz im Wesentlichen abgeklungen ist. In Abbildung 5.11 b)
ist ein Ausschnitt des Spektrums dargestellt. Die Ergelerier Kosinus- und Hartleytrans-
formation sind in Abbildung 5.12 gezeigt.

a) |F|¢
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Abbildung 5.11: DFT-Betragsspektrum des Mikrofonsignals vom Kettenfahrzeug Wiesel
a) normiertes DFT-Betragsspektrum
b) ausgewahlter Bereich
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Abbildung 5.12: Weitere Spektren des Mikrofonsignals vom Kettenfahrzeug Wiesel
a) DCT-Spektrum mit ausgewahltem Bereich
b) DHYT-Spektrum mit zwei ausgewahlten Bereichen



5.2 Automatisierung einer Durchblutungsmessung249

Merkmalsauswahl  Mit Hilfe eines Statistikprogramms sind aus den Spektreaffiz-
enten ausgewahlt worden, die fiir die Trennung der Fahriasgpn am besten geeignet wa-
ren. Obwonhl Klassifikationsverfahren nicht Gegenstandvideliegenden Lehrbuchs sind,
sei erwahnt, dass fir die Fahrzeugerkennung mit den spakiéerkmalen Abstandsklas-
sifikatoren Verwendung fanden. Die Merkmalsanzahl ist zumit der Varianz- und Dis-
kriminanzanalyse reduziert worden. Interessant ist emgleeh der Leistungsfahigkeit der
genutzten Transformationen:

Transformation Reklassifikation Neuklassifikation

DFT 89% 79%
DCT 82% 23%
DHYT 7% 24%

Die diskrete Fouriertransformation ist fur diese Anwengldien anderen beiden Transfor-
mationen Uberlegen.

Die so genannte Verwechslungsmatrix zeigt fir die 5 Kettierfeuge ein Ergebnis, das
nach Verarbeitung der Signale mit den hier vorgestellted-hand softwarebasierten Ver-
fahren erzielt worden ist:

Erkannter Fahrzeugtyp

Fahrzeugtyp| Leol Leo2 Jaguar M48 Wiesel
Leopard 1 92% 0% 0% 8% 0%
Leopard 2 0% 68% 4% 4% 24%

Jaguar 0% 4% 76% 12% 8%
M 48 0% 0% 4% 96% 0%
Wiesel 0% 0% 0% 0% 100%

Weitere Einzelheiten des Projekts findet der interessiarser in [61, 62].

5.2 Automatisierung einer Durchblutungsmessung

Ziel des Projekts

Bei der Diagnose bestimmter Hautkrankheiten wie Neurodisroder systemischer Skle-
rodermie spielt die akrale Wiedererwdrmung eine Rolle AMeen bezeichnet man Korper-
regionen, die weit vom Korperzentrum, dem Herzen, entfeimd. Zu ihnen gehoéren z. B.
Finger, Zehen und Nasenspitze. Um bei einem Patienten Alisimé Geschwindigkeit der
akralen Wiedererwarmung festzustellen, wird beispielsgvgein Zeigefinger kontrolliert
abgekuhlt. Wahrend der sich anschlieRenden Wiedererwd@rkamm dann die Temperatur
registriert werden. Aus dem Temperaturverlauf kénnen frl@sse Uber die Beschaffen-
heit der Haut oder Uber Durchblutungsstérungen gewonnedene
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Im Folgenden soll die Entwicklung eines Messgeréts besbhan werden, mit dem die Re-
gistrierung und Auswertung der akralen Wiedererwarmung) gieichzeitig der Wieder-
durchblutung méglich sind.

Aufbau des Duosensors

Das Messgerat sollte den Anforderungen der klinischeni®geniigen: einfache Bedie-
nung, beriihrungslose Messung von Temperatur und Durchtgugute Reproduzierbarkeit
der Messungen, Mdglichkeit einer digitalen Weiterverétlmey, Archivierung der Mess-
werte und geringe Belastung des Patienten. Im Rahmen eipé&niarbeit [67] ist unter

der Bezeichnung Duosensor ein Messgerat entwickelt womdies die genannten Anfor-
derungen erflllt und sich in langjahrigem Einsatz bewahtt Abbildung 5.13 zeigt den
Duosensor wahrend einer Messung.

Abbildung 5.13: Duosensor zur Bestimmung der akralen Wiedererwarmung und
Wiederdurchblutung

Der Aufbau des Messgeréts sei wieder anhand seiner Sigadiedtungskette erlautert
(Abbildung 5.14).

Das Gerat enthalt Sensoren zur Gewinnung der Messwerte ®avigruppen zur analo-
gen Vorverarbeitung und zur Auswertung der Messungen. Dgebaute Mikrocontroller
SAB 80C537 gestattet in Verbindung mit einer LCD-Anzeige Diarstellung der Ergeb-
nisse direkt im Anschluss an die Messung. Die Bedienung desénsors wird lediglich



5.2 Automatisierung einer Durchblutungsmessung251

Anti-
< Thermo- alias- ) ——
Element Tiefpass
g il EEEE
R Anti- s
IR- J N | alias- £
™| Sender }/ \% fgrr]n F:e-r | Tiefpass 3 §
J f= 40 Hz £a
£
Anti-
alias-
Tiefpass —>
£=0,16Hz

Abbildung 5.14: Signalverarbeitungskette des Duosensors

Uber vier Funktionstasten vorgenommen und durch ein (diglishes Meni vereinfacht.

Ein PC ist nicht erforderlich. Lediglich bei Bedarf konneingliche Messwerte Uber die
eingebaute serielle Schnittstelle zu einem PC, Plotter Ddecker Gibertragen werden. Al-
le vom Anwender vorgenommenen Einstellungen sowie dasbrgeler letzten Messung
bleiben auch nach dem Abschalten der Betriebsspannuntjesriumd stehen beim nachs-
ten Einsatz wieder zur Verfligung. Umfangreiche Funktiongm Selbsttest helfen, Fehler
in den Baugruppen des Duosensors schnell zu lokalisieren.

Temperaturmessung  Die beriihrungslose Bestimmung der Hauttemperatur durch di
Erfassung der emittierten Infrarotstrahlung im Bereich 8dis 14 um hat ihre Eignung
fur die klinische Praxis seit langem bewiesen [64]. Fur déenperaturmessung wurde als
Sensor ein spezielles Infrarot-Thermoelement ausgew&slreichnet sich durch geringe
BaugroRe, einen optimalen Messfleckdurchmesser@anm und gute Ubereinstimmung
mit dem erforderlichen Temperatur- und Wellenlangenlobraus. Das Ausgangssignal des
Infrarot-Thermoelementes wird in einem integrierten Theelementverstarker aufberei-
tet und einem Anti-aliasing-Tiefpass zugefihrt. Diese¢mdi@Aufgabe, das Signal in seiner
Bandbreite zu begrenzen, damit das Abtasttheorem eirtgahvaérden kann (vgl. Abschnitt
2.3). Die Begrenzung des Temperatursignals kann mit einenzirequenz des Tiefpasses
von fy = 0,5 Hz erfolgen, da die Temperatur ein langsam veréanderlichesaSigt (vgl.
Abschnitt 2.4.3). Das analoge, bandbegrenzte Tempeigitaisst ein Eingangssignal des
Mikrocontrollers. Dieser realisiert die Abtastung (einesdung pro Sekunde) und mit dem
integrierten Analog-Digital-Umsetzer auch die Digitadizing der Signale und weitere Si-
gnalverarbeitungsaufgaben. Abbildung 5.15 zeigt derstyy@n Verlauf einer akralen Wie-
dererwarmung.
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Abbildung 5.15: Typischer Verlauf einer akralen Wiedererwarmung

Durchblutungsmessung Fur die berihrungslose Ermittlung des Durchblutungsndsta
des wurde eine Aktor-Sensor-Kombination (Lichtschrardwejvickelt, die auf dem Prinzip
der Fotoplethysmografie beruht [65]. Als Lichtquelle dieirt Infrarotstrahler, diesmal im
Wellenlangenbereich unterhalb varnum. Die ausgewahlte Infrarotemitterdiode vom Typ
VX 301 hat ihr Strahlungsmaximum b&)5 nm. Das durch die Fingerkuppe transmittierte
Infrarotlicht gelangt auf einen Sensor, der zur ErhéhunmgEdepfindlichkeit aus vier par-
allelgeschalteten Fotodioden BPW 34 besteht. Der belangsabhangige Fotostrom wird
in einen Spannungswert gewandelt. Dieser besteht aus @Bieith- und einem Wech-
selanteil. Der Wechselanteil hat seine Ursache in der putssonen Anderung des Blut-
volumens im Finger. Nach einer Verstarkung gelangt er UlramneHochpass (hier durch
Kondensator und Widerstand angedeutet) zum Anti-alia$iafpass. Verwendet wurde
der integrierte Tiefpass MAX 291, der ein Filter Ordnung mit Butterworthcharakteris-
tik darstellt (vgl. Abschnitt 2.4.3). Die Grenzfrequenzigt 40 Hz. Vom Ausgang des
Tiefpassfilters gelangt die analoge, bandbegrenzte {mdhsone) Wechselspannung zum
Mikrocontroller. Dieser nimmt die Analog-Digital-Umseitag des Durchblutungssignals
vor, diesmal mit einer Abtastrate va@90 Messungen pro Sekunde. Der aus Gleich- und
Wechselanteil bestehende Fotostrom des Infrarotsensakrelenfalls einem Anti-aliasing-
Tiefpass zugefuhrt, der aber nur eine GrenzfrequenyghHz hat. Das Ausgangssignal
steht dem Mikrocontroller fiir eine Auswertung zur Verfiguber Mikrocontroller hat au-
Berdem weitere Aufgaben. So muss er eine Konstantstrotacaredteuern, die den Strom
fur die Infrarotemitterdiode erzeugt, und zu Beginn derdbbtutungsmessung in einer An-
passungsphase die automatische Adaption der Lichtind¢@si die optischen Eigenschaf-
ten des jeweiligen Zeigefingers regeln. Damit kann das $igaasch-Verhaltnis verbessert
werden. Abbildung 5.16 zeigt den typischen Verlauf eineakdn Wiederdurchblutung nach
Kélteschock.

Es ist zu erkennen, dass die auftretenden Durchblutungsileer dem Anfangsniveau lie-
gen kdnnen. Auch hier wird wieder ein Kennwert errechned,awar die relative Amplitude
des Durchblutungssignals zum Anfangswert.

Die Baugruppe zur Aufnahme der Sensoren bildet zusammeiwanitdrei Leiterplatten
Analogschaltung, Digitalschaltung, Tastatur und Anzeigeie der Deckplatte eine kon-
struktive Einheit. Sie ist in Abbildung 5.17 zu sehen.



5.2 Automatisierung einer Durchblutungsmessung253

%A

150+
Anfangswert
100+

50+

0+ : :
0 Abkunhl- 1 2
phase

w-_

t[mini

Abbildung 5.16: Typischer Verlauf einer akralen Wiederdurchblutung

Abbildung 5.17: Baugruppen des Duosensors
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Testmessungen

Fur die diagnostische Untersuchung werden zuerst Teil&xteemitaten einer kontrollier-

ten Unterkiihlung ausgesetzt. Wegen der Einfachheit isbkshiiden Zeigefinger in Eis-
wasser abzukuhlen. Eiswasser hat eine ausreichend kts$tanperatur. Eine Abkihlung
von einer Minute gentigt, um wahrend der danach eintreteedererwarmung Tempe-
ratur und Durchblutung aufzeichnen zu kénnen. Zur Auswerkdnnen die Signale durch
eine Exponentialfunktion approximiert werden (Sprungemt eines Verzdgerungsgliedes

1. Ordnung). Dazu ist es lediglich erforderlich, die Zeitktante zu ermitteln, d. h. die Zeit,
die bis zum Erreichen vo63% der urspringlichen Oberflachentemperatur des Zeigefingers
vor der Abkuhlung verstreicht [66].

Der Einsatz des Duosensors ist nicht auf die Diagnostikiyéskt. Es konnen auch The-
rapiekontrollen durchgefiihrt werden. Als Beispiel zeignolldung 5.18 die akrale Wieder-
erwarmung eines Sklerodermiepatienten vor und nach bifdeiHyperthermie als Thera-
pieverfahren. Die Therapie hat eine wesentliche Bescideung der Wiedererwarmung zur
Folge.

vor
Therapie

0 300t [s]

Abbildung 5.18: Akrale Wiedererwarmung vor und nach Therapie

Abschliel3end sei angemerkt, dass sich das Messgerat imcdklen Einsatz sehr bewdahrt
hat. Die Messungen sind einfach und komfortabel durchfithtmd gut reproduzierbar,
da das Messregime vom Mikrocontroller gesteuert und sohjékiviert wird. Die Ein-
fachheit dieses nichtinvasiven Messverfahrens erlaubtiel, beispielsweise bei der The-
rapietiberwachung haufig Messungen durchzufiihren. Draokehluss fur die Dokumen-
tation und optionale PC-Kopplung zur Archivierung und weiehenden Auswertung der
Erwérmungs- und Durchblutungsverlaufe erhéhen den Kamfor

Weitere Einzelheiten sind in [67] nachzulesen.
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5.3 Kilassifizierung von Agglutinationen

Ziel des Projekts

Das Ziel dieses Projekts bestand darin, die Auswertung vansmissionssignalen zu auto-
matisieren. Uber Transmissionssignale werden in der rivesithen Labordiagnostik Kon-
zentrationen von Bestandteilen des Blutes und andererdffiipsigkeiten gemessen. Ein
wichtiges Hilfsmittel fir diese Tests sind die so genanntgkrotiterplatten (MTP). Sie
bestehen aus matrixférmig angeordneten reagenzglasiénli,Napfen“ einer bestimm-
ten Form (engl.wellg). Sie werden auch als Kavitdten bezeichnet. In den besspéise
8x12 = 96 Napfen einer Mikrotiterplatte befindet sich die zu testeBdéstanz in einer
Verdinnungsreihe, d. h., in jedem Napf ist eine definiertadeTestsubstanz, die mit ei-
nem L&sungsmittel unterschiedlich verdiinnt worden isteBiAusschnitt aus einer solchen
Verdunnungsreihe zeigt Abbildung 5.19.

Abbildung 5.19: Blick durch die Kavitaten einer Verdiinnungsreihe in einer Mikrotiterplatte

Das Ergebnis der chemischen Nachweisreaktionen in dereNayfd dann tber eine phy-
sikalische GroRRe mittelbar ausgewertet. Eine giinstig baeesGroRe ist die Absorbanz
(auch Extinktion), der dekadische Logarithmus des Qutgieaus einfallender und durch-
gelassener Strahlung. Ein Gerét, das die Extinktion messen, ist ein Fotometer, das in
der Labordiagnostik mit MTP-Reader oder auch nur kurz madee bezeichnet wird. Ein
solcher Reader bestrahlt die Mikrotiterplatten von obeeraghten und misst die durchge-
lassene Strahlung. Der Strahldurchmesser ist fur die lésentlichen Messungen sehr viel
kleiner als der Bodendurchmesser einer Kavitat, damitéebdirchstrahlung der wassrigen
Lésung der Bodendurchmesser abgerastert werden kanneWaran Nachweis Eiweil3e
verwendet, entstehen in den Napfen auch nichtloslichekidjdie Agglutinate heil3en.

Fur die Labordiagnostik ist es nun wesentlich, denjeniger{iapf) in der Mikrotiterplatte
zu identifizieren, an dem eine Agglutination (Verklumpudg) Testsubstanz beginnt. Die
Agglutination zeigt z. B. die An- oder Abwesenheit von AxiiRern und deren Menge an.
Es ist liblich, den Ubergang von einer durchscheinendersngas Losung zur Agglutina-
tion durch die Vorzeichers: zu beschreiben. In Abbildung 5.19 ist diese Kennzeichnung
des Ubergangs zu sehen.

Das Ziel des Projekts bestand nun darin, die Transmissiessnmgen adaquat aufzube-
reiten und aus den Signalen Merkmale zu gewinnen, die geegjnd, den Ubergang zur
Agglutination automatisch festzustellen.
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Signalverarbeitung

Gesucht war die Kennzeichnung des Ubergangs einer Losunginem klar durchschei-
nenden Befund (positiv) zu einer deutlichen Konzentratlen Agglutinate (negativ). Da-
zwischen liegende Losungszusténde sollten mit ,fraglggkennzeichnet werden.

Wie Abbildung 5.19 zeigt, entstehen rotationssymmetdsBiider, die auf ein eindimen-
sionales Transmissionssignal abgebildet werden kénnen typischen Verlauf der Trans-
missionskurven in einer Reihe der Mikrotiterplatte zeidgodung 5.20.

Abbildung 5.20: Verlauf der Transmissionskurven in einer Reihe der Mikrotiterplatte

Zur Losung der Aufgabe ist eine Lernstichprobe erstelltdeor Erfahrene Fachkrafte ha-
ben dazu eine Zuordnung der Transmissionsmessungen iratigdf ,positiv*, ,fraglich*
oder ,negativ* vorgenommen. In Abbildung 5.20 sind diese&imungen eingetragen. Zur
Gewinnung von Merkmalen sind die Signale in den Sequenidtetensformiert worden
(vgl. Abschnitt 4.3.4). Motivation fiir dieses Vorgehen vaie Ahnlichkeit der Transmis-
sionen an den interessierenden Ubergangen mit bestimmash\ind Slantfunktionen.
Abbildung 5.21 zeigt die Ahnlichkeit des Verlaufs einer gawéhlten Walshfunktion mit
einer Transmissionskurve.

Slantfunktionen sind den Walshfunktionen &hnlich. Sidédail ebenfalls ein Orthogonalsys-
tem, unterscheiden sich jedoch von den Walshfunktionenrdagddass sie nicht nur zwei
Funktionswerte aufweisen, sondern treppenférmig sinel.s8id im Jahre 1971 von Eno-
moto und Shibata als Kompromiss zwischen den harmonischers-Sund Kosinusfunk-
tionen und den rechteckférmigen zweiwertigen Walshfiorign eingefiihrt worden [68].
Eine Ubersichtliche und anwendungsorientierte Darstgliler nichtsinusférmigen Funkti-
onssysteme findet der interessierte Leser in [69]. Abbidbu22 zeigt die Ahnlichkeit des
Verlaufs einer ausgewahlten Slantfunktion mit einer Tnaissionskurve.

Alle berechneten Walsh- und Slantkoeffizienten sind migeirstatistikprogramm zur mul-
tivariaten Datenanalyse auf ihre Relevanz hinsichtliahkdassentrennung gepriift worden.
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Abbildung 5.21: Verlauf einer Transmissionskurve und Verlauf einer Walshfunktion

—slant(2,0)

Abbildung 5.22: Verlauf einer Transmissionskurve und Verlauf einer Slantfunktion

Als optimale Merkmalsmenge hat sich eine Linearkombimasios nur einem Walshkoeffi-
zientenc, und einem Slantkoeffizienteny ergeben. Diese Koeffizienten gehdren genau zu
den in den Abbildungen gezeigten Funktioneil(2, §) und—slan(2, §). Werden in einem
Koordinatensystem die beiden errechneten Linearkomibimet als Abszisse und Ordina-
te verwendet, entsteht ein Merkmalsraum, in den die Tressorismessungen eingetragen
werden konnen. Er ist in Abbildung 5.23 dargestellt.

Auf Basis der ausgewahlten Merkmale wurde dann ein Klassdikentworfen. Im Test
verschiedener Klassifikatoren hat sich der Nachste-NadKlaasifikator als besonders ge-
eignet erwiesen. Er ist als lernender Klassifikator prognéen worden und hat in der Praxis
zu guten Ergebnissen geflhrt.
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Abbildung 5.23: Merkmalsraum der Transmissionssignale mit dem Walshkoeffizienten c;
und dem Slantkoeffizienten s,

5.4 Vogelstimmenanalyse

Die akustische Kommunikation spielt nicht nur bei Menschiere auRerordentliche Rolle,
auch bei Tieren haben sich im Laufe der Evolution kompltei&trukturen ihrer Lautau-
Berungen herausgebildet. Sie sind in der Verhaltensfongchkeit Jahrzehnten Gegenstand
vielfaltiger Untersuchungen. Erkennen der Art, PartnétwBeziehung zwischen Eltern
und Nachkommen, Nahrungssuche oder Revierverteidigumgrsit akustischen Signalen
besonderer Struktur verbunden. Thomas Young regte béreilahre 1807 an, akustische
Schwingungen tber eine Membran auf einen Schreibstift 2utidgen und als Wellenlini-
en aufzuzeichnen. Die Entwicklung des Sonagrafen und isgétdragbaren Rekorder hat
dann die Herausbildung einer eigenen Wissenschaftstiiszier Bioakustik, bewirkt [70].
Erkenntnisse Uber die Information, die Tiere mit ihren diseben Lautduf3erungen weiter-
geben wollen, kénnen z. B. dazu beitragen, gefahrdete riéerau schitzen. Das Studi-
um der akustischen Kommunikation bei Tieren wird heute tracietzt dadurch gefdrdert,
dass den Forschern eine hochgenaue Aufzeichnung und Ausgeter Signale méglich
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ist. Die bei Freilandaufzeichnungen verwendeten Richtofidne haben eine hohe Quali-
tat, und auch die Aufzeichnung kann mit hochwertigen Redwrdo erfolgen, dass keine
Information verloren geht.

Einen ersten Eindruck Uber die Tierstimme gewinnt der Rjelanhand des Zeitverlaufs des
Schallsignals, der auch als Oszillogramm bezeichnet Wibthildung 5.24 a) zeigt das Os-
zillogramm einer Tierstimme. Detailliertere Auskunft illdée Struktur der Lautduf3erungen
erhalt der Wissenschaftler aber aus dem Spektrum der skhisti Signale. Wenn Signalab-
schnitte als stationar betrachtet werden kénnen, kanpietsseise eine diskrete Fourier-
transformation ausgefihrt werden (vgl. Abschnitt 4.381)s dem Spektrum ist ersichtlich
sein, ob das Tier bestimmte Frequenzen bevorzugt und umhevels sich dabei handelt.
Ist das Signal nichtstationar, muss ein anderes Werkzaugigealverarbeitung verwendet
werden, namlich die Kurzzeittransformation (vgl. Absthai6). Die dort tibliche Berech-
nung der Fourierkoeffizienten eines kurzen Signalausttsheriméglicht die gleichzeitige
Angabe der Abhangigkeit des Schalldrucks von der Frequedz/an der Zeit. Die Ergeb-
nisse der Kurzzeittransformation werden deshalb in dariAgiquenz-Ebene dargestellt. In
der Biologie wird diese Darstellung der Frequenz Uiber dérade Sonagramm oder Sono-
gramm bezeichnet. Ein erfahrener Bioakustiker kann inreiBenagramm vieles erkennen:
Arten, Populationen, Individuen oder Variationen von Blren eines Lieds usw.

Hier soll ein Signalverarbeitungsbeispiel aus dem BereliehVogelstimmen vorgestellt
werden. Vogelstimmen sind nicht nur artkennzeichnend&afensmerkmale, die bei der
Bestimmung der Art meist ein erstrangiges Hilfsmittel dglten. Die LautaufRerungen der
Vogel geben auch Auskunft Gber die Verteidigung des Revilrs Erkennen eines Feindes,
geografische Variationen oder Dialektgrenzen. Abbildurgs &) zeigt das Oszillogramm
eines im Park Sanssouci in Potsdam aufgenommenen akastiSihnal$ eines Trauer-
schnéppers. In Abbildung 5.24 b) ist das Ergebnis der diskrEouriertransformation ge-
zeigt. Es weist ein Maximum zwischenkHz und6 kHz auf. Weit mehr Information tber
die aufgenommene Lautaul3erung des Trauerschnappersekamnidem Sonagramm ge-
wonnen werden. Es ist in Abbildung 5.24 c) dargestellt.

Wie schon vom Ornithologen vermutet, zeigt sich im Sonagnadass im Gesang des Trau-
erschnappers die Imitation eines anderen Vogels vorhaatiémitiert wurde ein Waldwas-
serlaufer, dessen akustisches Signal in Abbildung 5.28igeist.

Aus der Tatsache, dass der Trauerschnépper einen andeyenraaiert, kann der Ornitho-
loge Aufschluss dariiber erlangen, wann und wo er seinenn@eséernt hat. Der Gesang
des Schnéppers wurde an seinem Brutort im Park Sanssouetdddn aufgenommen, in
dem der Waldwasserlaufer nicht vorkommt. Der Schnappen kamit den Ruf des Wald-
wasserlaufers nur wahrend des Vogelzuges oder in seindrardfichen Winterquartier ge-
lernt haben. Das lasst den Schluss zu, dass Trauerschriipggesangsrepertoire nicht
ausschlieRlich am Geburtsort z. B. vom Vater erlernen.

Aus dem Oszillogramm oder dem Ergebnis der diskreten Faraiesformation des gesam-
ten Signals hatte diese Erkenntnis nicht gewonnen werdene«

1 wir danken Peter Meffert fur die Uberlassung der Aufnahmethibire Interpretation
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Abbildung 5.24: Strophe aus dem Gesang eines Trauerschnéppers (Ficedula hypoleuca)
in verschiedenen Darstellungen
a) in Abhangigkeit von der Zeit (Oszillogramm)
b) Betragsspektrum als Ergebnis der diskreten Fouriertransformation
c) Zeit-Frequenz-Darstellung (Sonagramm) mit erkennbarer Imitation des
Waldwasserlaufers (beginnend bei 2 s)
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Abbildung 5.25: Rufe eines Waldwasserlaufers (Tringa ochropus) in verschiedenen
Darstellungen
a) in Abhangigkeit von der Zeit (Oszillogramm)
b) Betragsspektrum als Ergebnis der diskreten Fouriertransformation
c) Zeit-Frequenz-Darstellung (Sonagramm)
(der vom Trauerschnapper imitierte Ruf liegt bei 1,5 s)






Anhang

LOsungen zu den
Ubungsaufgaben

Lésungen zu Kapitel 2

Losung zu Ubung 1

Das abzutastende Signglt) ist eine Kosinusfunktion mit der Amplitude und der Pe-
riodendauen s. Das Abtastsignad(t) mit der Abtastfrequenz voifi, = 4 Hz stellt eine
Einheitsimpulsfolge dar. Zu den Abtastzeitpunki€ii, mit 7o = 0,25 s ist es1, dazwi-
schen(. Das Diagramm fir das abgetastete Sigsiét) erhalten wir durch punktweise
Multiplikation der Kosinusfunktion mit dem Abtastsigngl). Im Ergebnis kbnnen wir die
~Ausblendfunktion“ der Einheitsimpulsfolge sehen. Zwiso den Abtastzeitpunkten ist ein
Faktor Null und somit das Produkt Null. Das Spektrum des tstanden Signalgt) ent-
hélt eine einzige Spektrallinie b&iHz. Es handelt sich um ein harmonisches Signal. Das
Spektrum des Abtastsignad$t) ist ein Linienspektrum (periodisches Signal). Die Spek-
trallinien sind alle gleich hoch und gleichabstandig mitnd&bstandfs = 4 Hz. Die Mul-
tiplikation im Zeitbereich bewirkt eine Faltung im Freqabereich. Die 1-Hz-Spektrallinie
der Kosinusfunktion ,wickelt* sich jeweils um die Spekimien des Abtastsignals. So be-
kommt beispielsweise die 4-Hz-Linie zwei neue Nachbarrgliéz und5 Hz. Da zwischen
den Spektrallinied Hz +£1 Hz, 4 Hz +1 Hz usw. genugend Platz ist, kommt es zu keinen
Aliaseffekten, das Signal ist rekonstruierbar. Wird jeuldize Abtastfrequenz ayffy = 2 Hz
veringert, so kommt es zu spektralen Uberschneidungen asinal ist nicht mehr re-
konstruierbar.

Losung zu Ubung 2

Die Sensorsteilheit bzw. der Anstieg der SensorkennlmiePunktz = 2 betragts. Die
Naherungsgerade lautgf(x) = 4 - « + 2. Die Inverse dieser Naherung heiffty’(z)) =

(v —2)/4.

Losung zu Ubung 3

Fur die Spannungsteilerregel ,Kondensatorspannung kestth zur Eingangsspannung
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wie Kondensatorwiderstand zum Eingangswiderstand* bgedtwir die Kondensatorim-
pedanz. Sie ist frequenzabhéngig und berechnet sich mit:

1
Xc(f) = J2rfC

Fur H (f) erhalten wir mit Hilfe der Spannungsteilerregel:

HU) = £ =58
_ e
R+ e
- 1
~ 14 j2nfRC
_ 1 (1 —j2rfRC)
(1 +j27fRC)- (1 - j2rnfRC)
1= i2rfRC
1+ (2nfRC)?
—2nfRC
= 3 TJ 2
1+ (2nfRC) 1+ (27fRC)
Realteil Imaginarteil

Mit den Gleichungen 2.35 und 2.36 ergeben sich Betrag undé&Viron H(f):
1

1+ (27 fRC)?
ZH (f) = arctan (=27 fRC)

Die gesuchte Frequenz heif3t Grenzfrequenz und bereclchetisi

1
fo= 27 RC

[H (f) =

~ 1 kHz

Losung zu Ubung 4

Das Betragsquadrat der Ubertragungsfunktion bei der Gezenzf, betragto,5 und
bei der Sperrfrequeng; ist es0,1. Daraus ergeben sich die Kennweste- 1 und A = 3.
Fur ein passendes Butterworthfilter ist eine Filterordniyhg 2 erforderlich.

Losung zu Ubung 5

Beim Entwurf eines Anti-aliasing-Tiefpasses kann wie falorgegangen werden:= 1 ist



Lésungen zu Kapitel 2 265

die Definition der Grenzfrequenz, die Sperrfrequénird der Nyquistfrequenzy gleich-
gesetzt. An dieser Stelle sollte der Betrag der Ubertrasfumgtion den WertzS% = 5—%2
nicht tbersteigen, damit der nachfolgende 8-bit-ADU eimanisches Eingangssignal mit
maximaler Amplitude nicht ,sieht“. Das fiihrt zZu = 512. Wahlen wir als Grenzfrequenz
fqy beispielsweisé kHz, so istV = 5. Riickt fy néher anfy = 4 kHz heran, so erhalten
wir bei fq = 2 kHz schonV = 9. WelchesN sinnvoll ist, muss die Praxis zeigen.

Losung zu Ubung 6

Im oberen Diagramm kommt es zu keinen Uberschneidungen alamgsprodukte. Im
unteren Diagramm uberschneiden sie sich; die Abtastfregsellte erhoht werden. Die ge-
suchte GroRRe /Ta muss eine Frequenz sein, wenivorkommt sogar eine Kreisfrequenz.
Mit Tp = fiA ist die gesuchte Kreisfrequenz die Nyquistkreisfrequenz.

Lésung zu Ubung 7

Mit der Spannungsteilerregel , Teilspannung verhalt sishReferenzspannung wie Teilwi-
derstand zum Gesamtwiderstand” erhaltendiir= 0,5 V,Us =15V, ..., U; = 6,5 V.

Die nichtriickgekoppelten Operationsverstarker arbditenals Komparatoren und signa-
lisieren mit einerd an ihrem Ausgang, dass die Eingangsspanruadleiner ist als die
oben genannte Teilspannung. Ist die Eingangsspanbigrgoer als die Teilspannung, so
erscheint am Komparatorausgang ein&ine einfache kombinatorische Schaltung erzeugt
aus diesen Signalen die dreistelligen Dualzaltlen 7. Da alle Komparatoren gleichzei-
tig arbeiten, heildt dieser AD-Umsetzer Parallelumse&elarbeitet sehr schnell und ist
als ,Flash Converter in der Bildsignalverarbeitung bekiarls Funktion der Kennlinie
Da = f(Ug) erhalten wir:

23 —1) -0
Da (Ug) = round {()E}
Uref

Losung zu Ubung 8

Mit der Stromteilerregel ,Teilstrom verhélt sich zum Gessimom wie der Teilleitwert
zum Gesamtleitwert" finden wir, dass sich alle Stréme ausSteomquellen an den un-
ter den Schaltern liegenden Knoten dritteln, das heif3t, zicgleichen Teilen aufteilen in
die Stromwege nach ,links, unten und rechts*. Das Supetipasprinzip richtig anwenden
heil3t hier, dass stets nur ein Schalter geschlossen isermbeben sich beim Anlegen
der Eingangszahlebg = 0, 1, 2 und4 fir den entscheidenden Strom dutkh die Wer-
te 0, 0,5 mA, 1 mA und2 mA. Wird dieser Strom jeweils mit dem WiderstandswBgt
multipliziert, so erhalten wir als Funktion der Kennlinie:

2
Ua (Dg) ZZDEi'Qi'l Vv
i=0
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Der DA-Umsetzer heil3t Umsetzer mit R2R-Netzwerk. Er adigiairallel. Der Operations-
verstarker arbeitet hier als Impedanzwandler bzw. Spagsfatyer. Die Spannung tb&l
stellt die AusgangsgrofRe des DA-Umsetzers dar.

Losung zu Ubung 9

Mit Whittakers Gleichung 2.65 un@y = 1 ms finden wir fiir den Zeitpunkt = 1,8 ms
den Funktionswer,22. Mit Kenntnis weiterer Vorganger und Nachfolger des Sigoat
schnittes kénnten wir auch ein groReres Zeitintervall nskaieren.

Lésungen zu Kapitel 3

Losung zu Ubung 10

Das normierte Histogramm hat sechs etwa gleich hohe Hestogisaulen bei den Messwer-
tenl...6. Die H6he betr'agtjeweilé. Der Mittelwert betrag8,5 und die Standardabwei-
chungl,71. Die Entropie vor2,58 bit je Codierung kann interpretiert werden als Wortbreite
zum dualen Darstellen der Messwerte, [ibit. Bei gleich hohen Histogrammséaulen bleibt
keine Redundanz.

Losung zu Ubung 11

Fur zwei Wrfel erhalten wir den MittelweTt die Standardabweichur2gd2 und die Entro-
pie 3,27 bit je Codierung. Bei drei Wiirfeln erhalten wir als Mittelwen,5, als Standard-
abweichung2,96 und als Entropies,6 bit je Codierung. Die Redundanz nimmt zu. Das
Aussehen des Histogramms beginnt ,dreieckig” und naheft siit wachsender Wurfel-
anzahl einer Glockenform. Schon B&iWirfeln sieht das Histogramm fast glockenférmig
aus, s. Abb. 3.4 oder ,Zwolferregel”.

Losung zu Ubung 12

Da hier alle mdglichen Signalwerte in den Grenzewmndb vorkommen, geht die diskrete
Wabhrscheinlichkeitsfunktion in eine Wahrscheinlichkdithtefunktiony(x) tiber. Die Fl&-
che unter der rechteckférmigen Funktipfx) mussl sein, daher erhalten wir fir den Si-
2
gnalmittelwertm, = “T“’ Mit 2o = mo—m? berechnen wir die Signalvariang = (bzg)

und die Standardabweichurg= g‘7§

Losung zu Ubung 13
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Firz > 0 ergibt sich als VerteilungsfunktioR'(z) = 1 — exp(—Ax). Beim Wert der Zu-
fallsgrof3exr = 1“72 = 1,386 wird die Flache unter der Wahrscheinlichkeitsdichtefiorkt
halbiert, der Wert heifl3t Median oder 50-%-Quantil. Fir diervknte erhalten wir:

Moment | mg m1 mo  my 29 z23 Z4 Zk 33 34
1 1 2 k!

1 2 9 lk
X % 3 |x x| 209

Wennk € N, dann kann die Subfakult& mit der Formellk = [ (k! + 1) /e] berechnet
werden.

Losung zu Ubung 14

Die Berechnung der normierten Zentralmomeyte, bringt folgende Ergebnisse:

Moment | 30 31 32 33 34
1 0 1 0 3

Der visuelle Vergleich des Histogramms |4Rt jedoch ke@igkhnlichkeit mit einer GauR-
glocke erkennen. Das heildt, dass die errechneten Momergenetwendige, aber nicht
hinreichende Bedingung fiir eine Normalverteilung sind.[27

Losung zu Ubung 15

Das Signal stellt ein Zufallssignal dar. Im Histogramm arkeman, dass der Messwert
—4 gar nicht und der Messwe2tam haufigsten vorkommt (Modalwert). Fir die Momen-
te erhalten wirm; = 0,19, 2o = 35 sowie Median0. Es lassen sich6 nicht Uber-
lappende Episoden der Dau¢therausschneiden. Der Episoden-Mittelwertsvektor lautet
m = (—2,94 1,38 1,25 1,06)T, seine Elemente heilRen auch Scharmittelwerte. Keiner von
ihnen gleicht dem Zeitmittelwert:; = 0,19, was bedeutet, dass das Signal nicht statio-
nar und nicht ergodisch ist. Die beiden gesuchten MatridienKovarianzmatrixS und die
KorrelationsmatrixR, lauten:

21 -6,3 14 -18
-6,3 44 18 -8

S =
14 —18 29 —43
~18 -8 43 34
1 —021 006 —0,07
—021 1  -05 -021
R — ) b )
006 -05 1 —0,14

0,07 —021 -0,14 1
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Typisch sind die Einsen in der Hauptdiagonalen ¥®nAn den betragsmafiig kleinen Kor-
relationskoeffizienten jenseits der Hauptdiagonalenrer&e wir den zufélligen Charakter
des Signals.

Losung zu Ubung 16

Das Signal stellt ein Sinussignal dar. Im Histogramm erlkeanmir die typische ,Badewan-
ne“ und dass die Messwertel0 am haufigsten vorkommen. Fiir die Momente des (fast)
mittelwertfreien Signals erhalten wirh; = 0,031, 22 = 49 sowie Median0. Es lassen
sich wieder16 nicht Uberlappende Episoden der Daddrerausschneiden. Der Episoden-
Mittelwertsvektor lautetn = (0 0,063 0 0,063)T, seine Elemente (Scharmittelwerte) sind
etwa gleich dem Zeitmittelwert:; = 0,031, was bedeutet, dass das Signal station&r und
ergodisch ist. Fur die beiden gesuchten Matrizen ergibt sic

49 45 33 16 1 091 067 0,32
45 49 45 33 091 1 092 0,68
S — R = ’ ’ ’
33 45 48 45 0,67 092 1 091
16 33 45 49 0,32 0,68 091 1

Typisch sind die hohen Korrelationskoeffizienten auRériukdr Hauptdiagonalen voR.
Daran erkennen wir den nichtzufélligen Charakter des $sgiae Korrelationskoeffizien-
ten nehmen aber immer mehr ab, je weiter wir uns von der Hagmdalen entfernen.

Losung zu Ubung 17

Es ist sinnvoll, von allen Bildsignalen erst einmal die n@ren Histogramme zu berech-
nen, da die MaRRzahlen Uber die relativen Haufigkeiten beetckerden sollten:

Schachbrett Graukeil homog. Bild
mittlere Helligkeit 0,5 3,5 3
Varianz 0,25 5,25 0
Standardabweichung 0,5 2,29 0
normierte Schiefe 0 0 -
normierte Wolbung 1 1,76 -
Grauwertspanne 1 7 0
Entropie [bit / Grauwert] 1 3 0

Entropiewerte von Null bis Eins weisen uns darauf hin, dassedBildsignale kaum Aus-
kunft Uber den beobachteten Prozess liefern. Die Signdlerh&einen Zufallscharakter,
womdglich gibt es sogar eine Bildungsvorschrift fir die Guarteg. s (determiniertes Si-
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gnal). Fur unser Schachbrett finden wir:
1 z+s

2 [(=1)t 1}

b [

Eine Entropie vor3 bit je Grauwert kdnnen wir so interpretieren, dass fur diale€Codie-
rung der Grauwert8. .. 7 drei Binarstellen ausreichen.

9z,s =

Losung zu Ubung 18

Die Mittelwertem, undm, betrageni3 bzw. 8, die Varianzenrs, unds, sind43,7 bzw.
7,4. Die GrofR3e der Kovariang, , ist 17,6. Der pearsonsche Korrelationskoeffizient ist mit
0,98 sehr hoch. Beide Messreihen sind stark linear abh&ngigwafiden spater mit einer
Hauptachsentransformation beide Messreihen entkamealie

Losung zu Ubung 19
Fur das kontinuierliche Korrelationsergebmig) finden wir eine dreieckdhnliche Funk-
tion. Im Intervall—1 < 7 < 1 ist sie positiv. lhr Maximum ist bei Null und betragt37s.

Der Funktionsanstieg fir < 0 ist konvex. Der Funktionsabfall fir > 0 ist dagegen
konkav.

Losung zu Ubung 20

Das diskrete Korrelationsergebnis hat neun Werte und ist gerade (symmetrisch zur Or-
dinate):

m —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
rm | 0,25 0,625 1,125 1,56 1,75 1,6 1,125 0,625 0,25

Losung zu Ubung 21

Das diskrete Faltungsergebmis hat13 Werte:

n |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
g |0 O O 05 1 05 0 -1 -1 0O O O O

Die Filtervorschrifth differenziert das Eingangssign#il Das Faltungsergebnis ist unser
Ausgangssignal und zeigt uns, dass anfangs im Eingangsigin Anstieg vorhanden ist.
Zum Zeitpunktn = 3 gibt es dort eine positive Flanke, die im Ausgangssignahtzs
positive Werte liefert. Gegen Ende des Signals gibt es wigdédeine Eingangssignalande-
rung. Die Abtastwerte im Ausgangssignal sind dann auchevisidill.
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Losung zu Ubung 22

Die Faltungs- bzw. Filtervorschrift finden wir in Abbildur®&23. Das homogene Eingangs-
bild wird vom Tiefpassfilter geglattet. Das Ausgangsbitdigeder homogen und hat tber-
all den Grauwer8. Die Zebrastreifen werden ebenfalls geglattet, jedochingert sich der
Grauwerteunterschied. Mit dem Quotienten aus Grauweeschied im Ausgangsbild zu
Grauwerteunterschied im Eingangsbild erhalten wir diesi@kung des Filters fur die Orts-
frequenzen, die fur die Streifen im Eingangssignal veraritigh sind. Diese Verstéarkung
betréagt hier offensichtlici/3.

waag. Zebra
2,33 233 233 233 233 233
466 4,66 4,66 4,66 4,66 4,66
2,33 233 233 233 233 233

senkr. Zebra
2,33 4,66 2,33 4,66 2,33 4,66
2,33 4,66 2,33 4,66 233 4,66
2,33 4,66 2,33 4,66 2,33 4,66

Auch ist gut zu sehen, dass die waagerechten Streifen naeh und die senkrechten Strei-
fen nach rechts gesprungen sind. Bei diesem Phasenspmauipsp wir von einer Phasen-
verschiebung zwischen Ein- und Ausgangssignal MihGrad. Unser Schachbrett enthalt
die oben genannten Ortsfrequenzen in Zeilen- und Spaitenrig gleichzeitig. Daher ist
die Verstarkung jetzt /32, die beiden Phasenverschiebungen heben sich auf. DasSchac
brett weist keinen Phasensprung auf, der Grauwerteuhietsist noch geringer:

Schachbrett
3,88 3,11 3,88 3,11 388 3,11
3,11 388 3,11 388 3,11 3,88
3,88 3,11 3,88 3,11 3,88 3,11

Losung zu Ubung 23
Das Schachbrettbild wird vom Gaulitiefpass geglattet. DasgaAngsbild ist jetzt homo-

gen und hat Uberall den Grauwérb. Die Verstarkung fir die Ortsfrequenzen, die fir das
Schachbrettmuster im Eingangssignal verantwortlich,sstdNull.

Losung zu Ubung 24
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Als Mittelwertsvektor erhalten wirmn = (13 8)T, fir die symmetrische Kovarianzmatrix
S und die symmetrische Matrix mit den pearsonschen KorwelakioeffizienterR finden
wir:

S =

43,7 176 R_| 1 098
176 74 098 1

Die Eigenwerte der Kovarianzmatr& sind \y = 50,83 und\; = 0,31. Die beiden skalier-
ten Eigenvektoren voS sindl, = (0,93 0,38)" undl; = (0,38 0,93)". Diese Vektoren
schreiben wir in die Zeilen der Matrik LT

0,93 0,38]

KLT =
~0,38 0,93

KLT". KLT ergibt eine Einheitsmatrix, die Determinante VBHLT ist Eins. Das heif3t,
die Matrix ist orthogonal. Skizzieren wir die sieben Mesgwaare in einem Diagramm
yn(zy), SO sehen wir, dass sich eine Punktwolke entlang einer @emgrippiert. Das illus-
triert die hohe Korrelation vof,98. In diese Punktwolke wird dié. Achse des neuen Ko-
ordinatensystems gedreht. Mit den beiden Elementen dengagtord, finden wir sogar
den Drehwinkelx = arctan(0,38/0,93) = 24,5°. Die 2. Achse steht natiirlich senkrecht
auf der ersten. Fur die Matrizen im neuen Koordinatensystamen wir:

50,83 0 R |l 0
0 031 01

Die Hauptdiagonalelemente vasi kennen wir schon, es sind die beiden Eigenwerte von
S. Die Elemente auRerhalb der Hauptdiagonalen §bbzw. R’ sind Null, das war unser
Ziel (vollstéandige Entkorrelierung der beiden Messrejhen

S =

Losung zu Ubung 25

Wir haben ein nichtrekursives Digitalfilter mit drei Koefimten im Vorwartszweig unter-
sucht. Der Betrag der Ubertragungsfunktjéh(w)| interessiert uns nur van = 0 bis zur
Nyquistkreisfrequend,5 wa, er beginnt bei Null mit Eins, hat eine Nullstelle BeR9 wa
und steigt dann bis zum Ende des interessierenden Bereieenauf0%. Ein passendes
Signalflussbild fur die Bandsperre finden wir in Abbildun@4. Die Grenzkreisfrequenz
liegt bei0,14 wa.

Losung zu Ubung 26

Jetzt wurde ein rekursives Digitalfilter mit einem Koeffizien im Vorwartszweig und ei-
nem Koeffizienten im Riickwértszweig untersucht. Der Bettag Ubertragungsfunktion
|H (w)| beginnt bei Null mit Eins, hat keine Nullstelle und fallt danicht sehr steil bis
zum Ende des interessierenden Bereichs3a¥. Ein passendes Signalflussbild fur diesen
Tiefpass finden wir in Abbildung 3.39. Die Grenzkreisfrenqudéiegt bei0,115 wa.
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Losung zu Ubung 27

Der Betrag der Ubertragungsfunktiohi (w)| hat eine Resonanzstelle 9e16 wa, das heilit,
dort ist der Betrag> 1. Das fuhrt dazu, dass das Digitalfilter oszilliert. Solctoekriti-
schen Filter kann man als Sinusoszillatoren verwenden.

Losung zu Ubung 28

Mit der FensterbreiteV = 9 finden wir im pascalschen Dreieck die Binomialkoeffizi-
enten(N, ') bzw. 1 8 28 56 70 56 28 8 1. Wir berechnen mit der Filterordnunyy —

1 = 8 den Faktorr—(V—1 Mit diesem Faktor werden alle Binomialkoeffizienten muilti
pliziert. Dadurch erhalten wir den Vektor mit den FilterKigenten des Tiefpasseg® =
ﬁ(l 82856 70 56 28 8 1)T. Fur die Umwandlung der Koeffizienten in die eines Hochpas-
ses wahlen wir flwy = wy die Nyquistkreisfrequenz. Das heil3t, wir multiplizierealgn
Tiefpasskoeffizienten mit ungeradem Index mit und erhalten so die Hochpasskoeffizi-
entent!”. Die Betrage der beiden Ubertragungsfunktiondifw)| &hneln sehr einer GauR-
glocke, fur den Tiefpass mit dem Maximum hei= 0 und fur den Hochpass bei= wy.

Losung zu Ubung 29

Da der pearsonsche Korrelationskoeffizieri1,996 ~ —1 betragt, suchen wir eine Na-
herungsgerade und stellen dazu das Gleichungssystenefiiodifizienten der Naherungs-
funktion auf:

MMENER

Wir I6sen das Gleichungssystem beispielsweise mit der erschen Regel und erhalten
die Koeffizienterncy = 7,3 unde; = —2,7. Die Naherungsgerade igf,,(t) = coPo(t) +
a®(t) =7,3t0 —2,7¢L.

Losung zu Ubung 30

Fur die Naherung mit den geraden Kreisfunktionen erhalierfy(t) = 3,32—4,34 cos(¢)+
1,33 cos(2t) und als Fehlerma®? = 0,585. Die Naherung mit den ungeraden Kreisfunk-
tionen ergibtf,,(t) = 5,18 — 2,18sin(t) — 2,49 sin(2t) und ein etwa hundertfach gréReres
FehlermalRE?2. Das zeigt uns, dass die Wahl der Basisfunktionen mit Bedawigenom-
men werden sollte. Im Zweifelsfall wahlen wir gerade undenagle Basisfunktionen und
sehen an der Grol3e der entsprechenden Koeffizienten, oteuvaél gut war.

Losung zu Ubung 31
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Fur die Prifung auf Orthogonalitat der beiden Funktionendt? berechnen wir das innere
Produkt:

t4 a

. 41
/t~t2 dt =0 oder allgemein / t-t? dt = [} =0
N~ 4

to "4 ungerade -a
Wir sehen: Der Integrand ist die ungerade FunktibrDie Flache unter ungeraden Funk-
tionen verschwindet flr symmetrische Integrationsgrenizatersuchen wir, ob die Folgen
t, undt? orthogonal sind, so miissen wir das Skalarprodukt berechnen

N-1 T

Z tn - th = {—1 -0,5 0 0,5 1} : {1 025 0 0,25 1| =0

n=0
Verschwindet das innere Produkt bzw. das Skalarproduldirgbdie gewéhlten Basisfunk-
tionen orthogonal. Nun stellen wir das Gleichungssystendié Koeffizienten der Nahe-
rungsfunktion auf und sehen, dass wir es nicht 16sen misserern die Koeffizienten
»ablesen“ kdnnen:

25 0 co| |0
0 2125 |e 2,25

Die Koeffizienten sind:g = 0 unde¢; = 2,25/2,125. Die N&herungsfunktion heif3t damit
fap(t) = 1,06 2.

Lésungen zu Kapitel 4

Losung zu Ubung 32

Nach dem Skizzieren vofi(t) sehen wir, dass der Paramefeden Tastgradd /T, beein-
flusst. Er betragt 50 %. Mit der Periodendalgr= 1 legen wir als Entwicklungsintervall
[—Tv/2,+To/2] fest. Wir wéhlen es symmetrisch, weil wir uns erinnern, diessProdukt
des Kreisfunktionenpaarss(wot) undsin(wgt) eine Sinusfunktion ergibt und die Flache
darunter fir jedes symmetrische Intervall verschwindeti{(@onalitat). AuRerdem erleich-
tert uns ein symmetrisches Intervall hier das Integriebas periodische Rechtecksignal ist
gerade, das heiBt = 0 fur alle k. Es ergeben sich die folgenden Fourierreihenkoeffizienten
ag.
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ag | 2
a | 1,27
as | O
ag | —0,43
ag | O
as | 0,25
4 .
a | sin(k 27 d)

Fur die Naherungsfunktiofuy(t) schreiben wir:

K
4 .
fap(t) =1+ ; = sin(k 27 d) - cos (k 27 t)

In das Diagramm des Signals zeichnen wir die Naherungstumkiir drei verschiedene
Summandenanzahleii und sehen das gibbssche Phanomen. Das Umrechnen der reellen
Fourierreihenkoeffizienten in komplexe ist mjt = a; /2 leicht. Fir das Linienspektrum
tragen wir diec;, Uber ihrem Indext ab und sehen die Korrespondenz Rechteckfunktion
o—e Spaltfunktion. Zeichnen wir das Linienspektrum auch fum @astgrad%, so werden

die Spektrallinien eingeebnet (gleich hoch und positivgsRinienspektrum wird bei noch
kleineren Tastgraden zum Spektrum der Einheitsimpulsfolgrgrof3ern wir nun den Tast-
grad in die andere Richtung bis 200%, so werden bis auf, — 2 alle Spektrallinien Null.

Wir sehen das Spektrum eines Gleichsignals.

Losung zu Ubung 33

Wir erkennen nach dem Skizzieren die Periodizitat in derdvishle:

n 0o 1 2

th | ... 0 1 2

fn 1 0 05
N=3

So finden wir die Periodendau&p = 3 und damitwy = 27/Ty = 27/3. Die M = 3
Basisfunktionen sind als@(t) = 1, ¢1(t) = cos(2nt/3) und P2(t) = sin(27t/3). Es
ergeben sich die folgenden Fourierreihenkoeffizienten:
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ag | 1

a; | 0,5

by | —0,289
co | 0,5

e | 0,25+ 50,144
¢t | 0,25 —50,144

Das Fehlermal®? ist Null, weil die Anzahl der Messwerte einer Signalperiddgleich der
Anzahl der Basisfunktionen/ ist. Fir den Spezialfalv = M geht die Approximation in
eine Interpolation tber. Das erkennen wir auch, wenn wilNdiberungsfunktionfap(t) =
0,5+ 0,5 cos(2nt/3) — 0,289 sin(27t/3) im Diagramm der Messreihe betrachten. Sie trifft
genau die Messwerte.

Losung zu Ubung 34
Vor dem Berechnen der Fouriertransformierféfw) des kontinuierlichen Signal(t) =

2-t-exp(—3-t)flrt > 0 muss die Konvergenz untersucht werden. Dazu reicht es aus zu
zeigen, dass das Integral

7|f(t) dt

konvergiert. Mit dem Integral

t 1
/‘t'eat’ dﬁ:eat |:a_a2:|

erhalt man:

o0 (o)
/|2te*3t| dt = 2/|te*3t| dt
0 0
t 1\~
= 92 =3t ( v _ =
(Gl
2 lim |3 (L _ L) - =2
=00 | -3 9 9

_t —3t —3t 2
2lim |2 | —210im |&—|+2
9 9

t—o0 —3

_t873t
= 2 lim
t—oo L —3

2 . .
} + 9 mit I'Hospital
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Das Integral konvergiert, das heif3t, dass das Signal dicnBedgen (aperiodisch und ab-
klingend) fur die Anwendung der Fouriertransformatioriitf Da das Signal nur positive
Werte hat, erhalten wir als Abschéatzung des Funktionswétte) — die Flache untey (¢)
— ebenfalls den Werg. Nun kann das Fourierintegral ausgerechnet werden. Dazamu
wir die Zeilen 1, 5 und D aus Tabelle B.1 auf S. 283:

d 1 d(3+ jw) 7t . -2 . 2
=2j4 [3+jw}—2 0 =2j(-1) (3 +jw) T

Das Algebraprogramm Mathcad findet folgende symbolisckakte) Losung:

a5k

Der Gleichanteil des Signals kann hei= 0 mit % berechnet werden. Ihn finden wir je-
weils bei der Frequenz Null in den skizzierten Spektren wieDas Realteilspektrum sieht
glockenférmig aus und hat zwei Nullstellen bei= +3. Das Imaginarteilspektrum liegt
im zweiten und vierten Quadranten und hat eine Nullstelie.be- 0. Das Betragsspek-
trum sieht ebenfalls glockenférmig aus und hat keine Nelllst, aber zwei Wendepunkte
beiw = £3. Das Winkelspektrum ist monoton fallend und hat wieder @&lndistelle bei
w = 0.

F(w)

Losung zu Ubung 35

Als erstes testen wir die Konvergenz der Summe:
n
K= |fil - Ta
=0

Strebt diese fur wachsendesisymptotisch gegen einen endlichen Wert, %ie:so kénnen
wir uns das Berechnen der Fouriertransformierten vornehidée Fouriertransformierte
F(w) fur das diskrete, aperiodische und abklingende Signatheen wir wie folgt:

N—-1
F(w) = Z fnexp(—jwt,) - Ta

n=0
Das skizzierte Betragsspektryii(w)| ist (bis auf die Periodizitéat) dasselbe wie das in der
vorigen Ubungsaufgabe. Mit der Abtastperiofle = 1 finden wir die Abtastfrequenz
fa= % = 16, die Abtastkreisfrequenzy = 27 fa = 100,5 und die Nyquistkreisfrequenz
wn = 5+ = 50,3. Bei dieser Abtastfrequenz kommt es nicht zu einem Aligsaigo zu
keinem falschen Resultat. Wir kdnnen es aber provozienglem7), vorsichtig vergrofRert

wird.

Losung zu Ubung 36
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Die DFT-Matrix lautet mita = 0,354 undb = 0,25:

a —aj —a aj a —aj —a aj
DFT - |® —b—0bj aj b—bj —a b+bj —aj —-b+bj
a —a a —a a —a a —a

a a

a b—bj —-aj -b—bj —a —-b+bj aj b+bj

a —b+bj —aj b+bj —a b-10bj aj —b—1bj
a aj ] j j

a b+bj aj —-b+bj —a —-b—bj —aj b—-10j |

a a a a a a

—a —aj a aj —a —aj

Das DFT-Spektrun¥' bzw. der DFT-Spektralvektor hat acht komplexe Elemente:

Fr,

m
0
1
2
3
4
)
6
7

1,414
1,207 — 2,414;
—0,707
0,207 + 0,414
0
0,207 — 0,414;
—0,707
1,207 + 2,414

Die Redundanz des DFT-Ergebnisses zeigt sich darin, dabsfha= 0 keine ,neuen* Ko-
effizienten mehr hinzukommen; die noch folgenden Koeffigarsind lediglich konjugiert
komplex zu ihren ,Spiegelbildern”. Wir sehen weiter, dagsMatrix symmetrisch ist, das
heiRt DFT = DFT'. Sie ist regular und unitar, das heiBFT™ = DFT'. Das
Transjungieren erspart uns die (lastige) Matrixinversibransjungieren ist nicht schwer:
Wir transponieren die Matrix (spiegeln die Matrixelemeateder Hauptdiagonalen) und
konjugieren die Matrixelemente (multiplizieren die Imaditeile mit—1).
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Die DHYT-Matrix lautet mita = 0,354 undb = 0,5:

(¢ ¢ a a a a a 1
a b a 0 —a —-b —a
¢ a —a —a a a —a —a
DHYT — |© 0 —a b -—a a —b
a —a a —a a —a a —a
a —b a 0 —a b —a 0
¢ —a —a a a —a —a a
a 0 —a —-b —a 0 a b |

Der DHYT-Spektralvektor hat acht reellwertige Elemente:
F'=11414 362 —0707 —0207 0 0,62 —0,707 —1,207]

Wir sehen weiter, dass die Matrix wieder symmetrisch ig.i&iregular und orthogonal, das
heiBtDHYT = DHYT' = DHYT™'. Das Transponieren ersparen wir uns (Symme-
trie). Das heil3t, wir brauchen nur eine einzige Matrix figr Hin- und Riicktransformation.
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Die DCT-Matrix lautet!
DCT =

(0,354 0354 0,354 0354 0354 0,354 0354 0,354 |

0,49 0416 0,278 0,098 —0,098 —0,278 —0,416 —0,49
0,462 0,191 -0,191 -0,462 -0,462 -—-0,191 0,191 0,462
0,416 -0,098 —-049 —0,278 0,278 0,49 0,098 —0,416
0,354 —0,354 —0,354 0,354 0,354 —0,354 —0,354 0,354
0,278 —0,49 0,098 0416 —0,416 —0,098 0,49 —0,278
0,191 -0,462 0462 -0,191 -0,191 0462 —-0462 0,191
10,098 —0,278 0,416 —0,49 0,49 —0,416 0,278 —0,098]
Der DCT-Spektralvektor hat wieder acht reellwertige Elatae

FT = 1,414 3,04 0,27 -2,39 -0,707 0,03 0,65 —0,05

Die DCT-Matrix ist nicht symmetrisch. Sie ist regular undhmgonal, das heif@CTT =
DcCT™'. Das Transponieren ist leicht (s. 0.).

1 Ubrigens gibt es bis zu acht verschiedene Definitionen filrogonale DCT-Matrizen.
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Die sequenzgeordnete DWT-Matrix hat, abgesehen von der ifnrmg mite = 0,354,
nur die Matrixelemente:1:

F1 41 41 41 41 41 41 41
41 41 41 41 -1 -1 -1 —1
1 41 -1 -1 -1 -1 +1 +1
1 41 -1 -1 41 41 -1 -1
+1 -1 -1 41 41 -1 -1 +1
+1 -1 —1 41 -1 41 +1 -1
1 -1 +1 -1 -1 41 —1 +1
+1 -1 41 —1 41 -1 41 -1

DWT = a-

Der DWT-Spektralvektor hat acht reellwertige Elemente:

F'=1|1414 354 0 —0,707 —0,707 —1,414 0,707 o}

Die sequenzgeordnete DWT-Matrix ist symmetrisch. Sie igulé& und orthogonal, das
heilt DWT = DWT' = DWT ™ . Wir brauchen also wieder nur eine einzige Matrix
fur die Hin- und Ricktransformation.
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Die DHT-Matrix hat mita = 0,354, b = 0,5 undc = 0,707 folgende Matrixelemente:

a a a a a a a a
a a4 a a —a —a —a —a
b b —-b —-b 0 0 0 0
DHT — 0 0 0 O b b —-b -b
c —c 0 0 0 0
0 O c —c 0 0 0
0 0 0 O ¢c —c O 0
0o 0 0 0 0 0 c —c

Wir sehen in den oberen Matrixzeilen die Ahnlichkeit zu eiéalshmatrix und den glo-
balen bzw. lokalen Charakter der einzelnen Matrixzeilegr. DHT-Spektralvektor hat acht
reellwertige Elemente:

F'=|1414 354 -05 —-05 —-0,707 1414 0 —0,707}

Die DHT-Matrix ist nicht symmetrisch. Sie ist regular undhmgonal, das heifD HTT =
DHT'. Das Transponieren geht leicht.
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Matrix DIT DFT DCT DST DHYT DWT DHT
dieselbe X X X X
transponierte  x X X X X X
konjugierte X

inverse X X X X X X X
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Die interne Abtastfrequenz des Messgerats bets@gtHz. Damit konnen wir die weite-
ren Ergebnisse berechnen:

a) Beobachtungsdauf€k = 0,512 s, Af = 1,95 Hz. Bei der 51. Spektrallinie ist das
Spektrum des 100-Hz-Signals zu erwarten, die exakte Freqert ist99,6 Hz, d. h.,
die umliegenden Spektrallinien werden mitbeteiligt sein.

b) Beobachtungsdauéfz = 16,4 s, Af = 0,061 Hz. Bei den Spektrallinien mit den
Nummern1638 und 1639 ist das Spektrum zu erwarten, die exakten Frequenzen dort
sind99,98 und 100,04 Hz.
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Die Gleichung zeigt die Matrixschreibweise eines schnefdgorithmus fir die diskrete
Walshtransformation. Die mittlere und die rechte Matrixtséchwach besetzt (die Halfte al-
ler Matrixelemente ist Null). Jede Matrixzeile hat nur zwen Null verschiedene Elemente.
Diese Elemente sind die beiden Faktoren fir den Schmetjsgraphen. Die miteinander
multiplizierten Matrizen ergeben die DWT-Matrix fi¥ = 4. Daran sehen wir, dass beide
Algorithmen zum selben Ergebnis fihren. Die erste Matritisd die Walshkoeffizienten
lediglich um, so dass die Sequenzordnung entsteht.
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Das DFT-Spektrum kennen wir schon (s. S. 276). Wir definieiar Filtervorschriftd,,
im Frequenzbereich:

1 far
H, = ur m>0 g m=o01,....7
0 sonst

Diese multiplizieren wir elementweise mit dem DFT-Spekitré,, und erhalten fur das
hochpassgefilterte Signaj :
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n| o0 1 2 3 4 5 6 7
g | 05 15 25 05 -15 —-15 —-15 —05

Beim Skizzieren des gefilterten Sighalssehen wir, dass es den Verlauf vfinzeigt, nur
um 0,5 nach unten verschoben. Durch das Filtern mit dem Frequehplass ist das Signal
von seinem Gleichanteil befreit worden.
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Auch das sequenzgeordnete Walshspektrum kennen wir bésels. 278). Wir definieren
eine Tiefpassvorschrift/,,, im Sequenzbereich:

1 fir m<1
H,, = M e om—o0,1,....7
0 sonst

Diese multiplizieren wir elementweise mit dem WalshspakirF,,, und erhalten fur das
sequenzbandbegrenzte Sigpal

n| 0 1 2 3 4 5 6 7
g | 1,75 1,75 175 1,75 —0,75 —0,75 —0,75 —0,75

Skizzieren wir das gefilterte Signads,, so sehen wir, dass es den Verlauf einer Walsh-
funktion zeigt, nur etwas verstarkt und nach oben versamdiMr merken uns: In sequenz-
bandbegrenzten Signalen kommen die Walshfunktionen zuschiein, sie sehen treppen-
férmig aus.
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Wir erhalten ein DCT-Spektrum des Eingangsbildes #n88 Koeffizienten. Davon sind
fast alle Null, bis auf die Koeffizienten in der obersten geler Ergebnismatrix:

28 —182 0 —-19 0 —-06 0 —0,1

0 ce. 0

0 0

In der linken oberen Ecke befindet sich der so genannte DGfiKieat. Er ist ein Mal fur
den Gleichanteil bzw. fur die mittlere Helligkeit des Grailk (hier%Fw =28/8 = 3,5).
Setzen wir nun alle Koeffizienten Null, deren Betrag kleialsi0% von F;  ist, so bleiben
nur zwei Koeffizienten Uibrig. Das Ergebnis der Ricktransfation ist wieder ein Graukeil.
Das heifl3t, dass in einem Graukeil sehr wenige Ortsfrequesizthalten sind.
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Der Rang der MatriXDW LT ist 8, die Determinante ist/128 und DW LT' - DW LT
ergibt keine Einheitsmatrix. Das heil3t, es ist (leideredifatrixinversion notwendig. Fur
die Inverse finden wir:

+1 41 41 0 +1 0 0
+1 41 41 0 —1 0 0
41 41 =1 0 0 +1 0 0
pwirl — |TL L -1 0 0 =1 0 0
41 -1 0 41 0 0 +1 0
41 -1 0 41 0 0 -1 0
1 -1 0 -1 0 0 0 +1
+1 -1 0 -1 0 0 0 -—1]

In der Bildverarbeitung sind im Allgemeinen sehr grof3e Bildrizen zu verarbeiten. Daher
sollten in den Transformationsmatrizen keine gebroches@mdern nur ganze Zahlen ste-
hen. Sind die Matrixelemente dariiber hinaus, WiV LT und DW LT ", nur Zwei-
erpotenzen, so kénnen aufwéndige Multiplikationen unddiovwen auf einfachere Bitver-
schiebungen zurtickgefiihrt werden.
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Die D4-Matrix der GroR3& x 8 ist unsymmetrisch und lautet:
D4 =
[ 0204 0421 0512 0,637 0296 0,079 —0,012 —0,137]
0,296 0,079 —0,012 -0,137 0,204 0421 0,512 0,637
0,354 0,729 —0,046 -0,512 -0,171 -0,046 -0,137 —0,171
-0,171 —-0,046 -0,137 -0,171 0,354 0,729 —0,046 —-0,512

0,837 —0,483 0 0 0 0  —0,129 —0,224
—0,129 —0,224 0,837 -0483 0 0 0 0

0 0  —0,129 —0224 0837 -0483 0 0

0 0 0 0 —0129 —-0224 0837 —0,483]

Der Rang der MatrixD4 ist 8, die Determinante ist 1 und D4" - D4 ergibt eine Einheits-
matrix. Das heil3t, sie ist orthogonal und es ist keine Matvirsion notwendig.
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B

Tabellen zur
Fouriertransformation

Zeile | Signal Fouriertransformierte
0 | f(t) F(w)
1 c- f(t) ¢ F(w)
2 | fAd) + fa(t) Fi(w) + Fa(w)
ds) :
3 i Jjw - F(w)
T 1
4 /_OC F(8) dt = F)
. dF(w)
5 |t ft) I =
6 | e “f(t)fura>0 | F(a+jw) Laplacetransformation
7 ft—a) fura>0 | e 7. F(w)
8 f(t/a) fura>0|a-Fla-w)
A o(t) 1 Diracstol’
B s(t) — Sprungsignal
C tn -
D efat 1 :
a—+Jw
E sin(f5t) —
F cos(ft) —
“at g
G e~ “sin(0t) —(a T
_a 2a
Ho| e P

Tabelle B.1: Tabelle zur Fouriertransformation nach [50]
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Signal Fouriertransformierte
f(=t) F*(w) Spiegelung
(@) F*(—w) konjugiert komplexe Funktion
F(@t) = h(t) F(w)- H(w) Faltung
f(t) - h(t) F(w) * H(w) Multiplikation
a1 f(t) + ash(t) | a1 F(w) + asH(w) Superposition
F(bt) ﬁF (%) Ahnlichkeit
f(t—to) F(w)e @t Zeitverschiebung
f(t) el F(w— ) Frequenzverschiebung
dn . . .
" (Jw)"F(w) Differentiation
¢ 1
[m f(r)dr j—wF(w) Integration

Tabelle B.2: Theoreme der Fouriertransformation nach [32]

Koeffizient in Abhéanigkeit von
(k>0) ag, by, A, a, Cky Cr,
ag ag Ay, cos(ay) ek + ¢ (auBBerag = 2¢g)
by, by, — A sin(ag) Jlex — ) (auBermy = 0)
Ay \/aﬁ—l—bi Ay 2~\/C]€~CZ
bk %(Ck)
Qg —arctan | — ay arctan
1 ay ) R(cr)
Ck i(ak — ]bk) 7k e+jak Ck
1 . A —ja * *
cr 5(% + jbr) 7k IO cr (c_r =ck)

Tabelle B.3: Tabelle zur Koeffizientenumrechnung nach [50]
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Personenverzeichnis

Im Folgenden sind die im Buch erwéhnten Personen aufge#igdénzt um ihre Lebensda-
ten und den Bezug, den ihre Arbeiten zur Signalverarbeihafgn.

Boltzmann, Ludwig (1844-1906) brachte mit der Formgl= & - In W die EntropieS in
einen Zusammenhang mit der ZustandswahrscheinlichKeit
Chingcin, Aleksandr Jakovlevic (1894—1959) Wiener-Ch@in-Theorem

Clausius, Rudolf (1822-1888) Einfihrung des Begriffs Entropie im 2. Haugztslar Ther-
modynamik 1865

Daubechies, Ingrid (geb. 1954) gilt seit ihrer 1988 erschienenen Arbeit alstbtunoder-
ner Wavelets

Dirac, Paul Adrian Maurice (1902-1984) veréffentlichte 1930 in seiner Arbeit ,DieriRri
zipien der Quantenmechanik” die diracsche Deltafunktion

Euler, Leonhard (1707-1783) Eulersche Formel flr den Zusammenhang zwiseiner
komplexen Exponentialfunktion und der Kosinus- und Sinnkfion

Fourier, Jean Baptiste Joseph de(1768-1830) entwickelte 1807 die Grundlagen fir die
trigonometrische Expansion von Funktionen in Reihen, diber erst 1822 verdtffent-
lichte

Gabor, Denés (1900-1979) Arbeiten zur Kurzzeit-Fouriertransformativ971 Nobelpreis
fur Physik

Gaul3, Carl Friedrich (1777-1855) Methode der kleinsten Quadrate (1809) und Bierm
verteilung

Gibbs, Josiah Willard (1839-1903) Gibbssches Phanomen bei der Approximation von
Funktionen an Sprungstellen

Haar, Alfréd (1885-1933) Beschaftigung mit orthogonalen Funktiortesgen, 1909 Funk-
tionssystem der Haarfunktionen

Hadamard, Jaques Salomon(1865-1963) Hadamardmatrizen, Hadamardtransformation
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Hamming, Richard Wesley (1915-1998) digitale Filter, Hammingfenster

Hann, Julius Edler von (1839-1921) meteorologische Arbeiten zu Zeitreihenassady\Von-
Hann-Fenster

Harmuth, Henning Friedolf (geb. 1928) Verallgemeinerung des Begriffs Frequenz, 1969
erste Monographie zur Sequenztechnik

Hartley, Ralph Vinton Lyon (1888-1970) Grundlagen der Informationstheorie, Hartley
transformation

Kotelnikov, Vladimir Aleksandrovi ¢ (1908—-2005) formulierte 1933 erstmals mathema-
tisch exakt das Abtasttheorem

Kronecker, Leopold (1823-1891) war einer der bedeutendsten deutschen Matikema
und u. a. Privatgelehrter an der Berliner Universitat, folierte das Tensorprodukt

Nyquist, Harry (1889-1976) bewies 1928 das Abtasttheorem

Parseval des Chénes, Marc-Antoing1755-1836) beschrieb die Gleichheit der Gesamt-
energie eines Signals im Zeitbereich und im Frequenzidereic

Pearson, Karl (1857-1936) Beschaftigung mit der Korrelations- und Regimmsanalyse

Shannon, Claude Elwood(1916—2001) grundlegende informationstheoretische ifabge
1949 , The Mathematical Theory of Communication”

Tschebyscheff, Pafnuti Lvove (1821-1894) aus Uberlegungen zur Mechanik stammen
die von ihm 1854 erstmals verwendeten Tschebyscheffpalgno

Walsh, Joseph Leonard (1895-1973) Walshfunktionen 1923

Whittaker, Edmund Taylor (1873-1956) stellte 1924 drei Forderungen an die Signalre-
konstruktion

Wiener, Norbert (1894-1964) Wiener-Ch@in-Theorem

Alexander von Humboldt (1769-1859): Das Bild von Alexander von Humboldt gibt es in
vielen Varianten in den unterschiedlichsten Publikatioréier ist ein Stahlstich von A. We-
ger verwendet worden. Humboldt ist als Ritter des OrdensigRomérite” dargestellt, der
ihm im Jahre 1842 verliehen wurde. Der Stahlstich befinadétisnh Bildarchiv Preul3ischer
Kulturbesitz Berlin.
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